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Введение.

0.1. Классическая теория Морса изучает соотношения между множе-
ством критических точек функции Морса на многообразии и топологией
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этого многообразия. В этой статье мы рассматриваем случай многообра-
зия с краем. В частности, мы решаем задачу Арнольда об оценке снизу
числа критических точек функции Морса, общий росток которой вдоль
края задан.

Вопрос Арнольда был мотивирован следующим замечательным при-
мером, также построенным Арнольдом. Росток будет построен на крае
замкнутого шара Dn+1. Рассмотрим вспомогательное связное замкнутое
(n + 1)-мерное многообразие W и функцию Морса H на ней. Выберем
вложенный в W шар Dn+1, содержащий все критические точки функ-
ции H. во внутренности. Ограничим функцию H на этот шар и возьмем
ее росток f вдоль границы шара ∂Dn+1 = Sn. Из любого продолже-
ния ростка f до гладкой функции F на Dn+1 можно построить гладкую
функцию на W , взяв ее равной H на W \ Dn+1 и равной F на Dn+1.
Если эта функция морсовская, то у нее “много” критических точек (по
крайней мере сумма чисел Бетти

∑
bi(W ) многообразия W , согласно

слабым неравенствам Морса для W ). Вне шара Dn+1 критических то-
чек нет, поскольку их там нет у функции H. Следовательно, у функции
F должно быть “много” критических точек, по крайней мере

∑
bi(W ).

Число критических точек функции F (если они все морсовские) срав-
нительно элементарно оценивается снизу модулем индекса градиентного
векторного поля вдоль Sn = ∂Dn+1, модуль этого индекса равен модулю
эйлеровой характеристики |χ(W )|. Поэтому эта конструкция особенно
интересна в случае χ(W ) = 0, когда индекс градиента вдоль Sn не дает
нетривиальной оценки на число критических точек у F . Это условие на
эйлерову характеристику не особенно ограничительно – при n > 2 мно-
го многообразий с нулевой эйлеровой характеристикой и сколь угодно
большой суммой чисел Бетти, например произведение сферы с большим
числом ручек на тор. Замечательность этого примера еще и в том, что
шар – многообразие с очень бедной топологией.

Отметим, что св наши дни “классическим” считается случай замкну-
того многообразия, в котором край пуст. Во времена Морса это было не
так. Даже термин “многообразие” был еще неустоявшимся. Было пони-
мание того, что многообразие должно быть компактным (будущее тео-
рии Морса на некомпактных многообразиях было впереди), но первым
естественным примером такого многообразия было не замкнутое под-
многообразие Rn, такое как тор в трехмерном пространстве, а область
заданная одним неравенством – диск с дырками на плоскости, например
(см. [12]) . Случай компактного многообразия с краем рассматривался
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Морсом с самого начала, параллельно с задачей о геодезических (беско-
нечномерной теорией Морса). Вывод неравенств Морса для многообра-
зия с краем произошел в 1923-1934 годах (см. [12], [13] и [14], сначала
он рассматривал случай, когда функция растет при подходе к границе
области в пространстве). Несомненно, это было героическое время – ал-
гебраическая топология еще не была инструментом, например, Морс не
пользуется точной гомологической последовательностью пары, клеточ-
ных пространств еще не было, анализ и функциональный анализ тоже
отставали.

0.2. Строгие функции Морса, разложение многочлена Морса. Мы будем
рассматривать так называемые строгие функции Морса. Напомним, что
функция F , определенная на компактном многоообразииM с краем ∂M ,
называется функцией Морса, если

1. все ее критические точки невырождены и содержатся во внутрен-
ности многообразия M ;

2. ограничение F |∂M является функцией Морса на замкнутом много-
образии ∂M .

Обозначим через Crit(F ) множество критических точек функции F .
Морсовская функция F называется строгой функцией Морса, если для
любых разных точек x, y ∈ Crit(F ) ∪ Crit(F |∂M) верно: F (x) 6= F (y)
(все критические значения – самой функции и ее ограничения на край –
различны). Строгие функции Морса образуют открытое плотное множе-
ство в пространстве всех гладких функций на компактном многообразии.
Росток строгой функции Морса вдоль края мы называем строгоморсов-
ским ростком.

Пусть F строгая функция Морса на M , и пусть E поле коэффициен-
тов. Наши результаты зависят от E как от параметра. Один из главных
результатов статьи состоит в построении некоторой примечательной ком-
бинаторной структуры на (конечном, градуированном индексом Морса)
множестве Crit(F ). Эта комбинаторная структура не единственна, зави-
сит еще от некоторых данных, она будет описана в статье. Часть этой
комбинаторной структуры состоит из разложения конечного множества
Crit(F ) в дизъюнктное объединение двух подмножеств. Первое из них
мы назовемтопологически существенным подмножеством и обозначим
TopE(F). Мы назовем второе подмножество дополнительным подмноже-
ством и обозначим его AddE(F). В соответствии с этим многочлен Морса
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P (F ) функции F раскладывается в сумму двух многочленов

P (F )(t) =
∑

x∈Crit(F )

tindx =
∑

x∈TopE(F )

tindx +
∑

x∈AddE(F )

tindx,

где ind обозначает индекс Морса критической точки и первое равенство
есть определение многочлена Морса функции F . Мы обозначим первую
сумму правой части этого равенства через PE(F )(t). Мы покажем при
построении, что множество AddE(F) канонически разложено в непересе-
кающиеся пары (двуэлементные подмножества) критических точек со-
седних индексов. Поэтому вторая сумма из правой стороны равенства
есть (1 + t)KE(F )(t) для некоторого многочлена KE(F ) с неотрицатель-
ными целыми коэффициентами.

0.3. Обобщенные неравенства Морса. Пусть f строгоморсовский росток
вдоль границы ∂M многообразия M . Мы построим конечное множе-
ство PE(f,M) многочленов с неотрицательными целыми коэффициен-
тами, зависящими от функции f , пары (M,∂M) и E (и некоторых рас-
суждений). Окажется, что PE(f,M) содержит все многочлены PE(F )(t),
построенные по строгоморсовским продолжениям ростка f . Таким обра-
зом, автоматически справедливы следующие теоремы:

Теорема 0.1 (Обобщенные неравенства Морса) Пусть f строго-
морсовский росток вдоль края ∂M компактного многообразия M . Каж-
дая строгая функция Морса F : M → R, продолжающая f , определяет
многочлен PE(F ) ∈ PE(f,M) и многочлен KE(F ) с неотрицательными
целыми коэффициентами так, что

P (F )(t) = PE(F )(t) + (1 + t)KE(F )(t).

Множество PE(f,M) явно строится (см. 6.7, 6.1, 6.2 и 6.3) из данных
топологического типа п. 0.7 ниже.

Следующее следствие из теоремы 0.1 дает оценку на число критиче-
ских точек продолжения ростка функции вдоль границы компактного
многообразия, то есть дает возможный ответ на вопрос Арнольда.

Теорема 0.2 (Обобщенные слабые неравенства Морса) Пусть f
строгоморсовский росток и F функция Морса, продолжающая f . Тогда,

(1) число критических точек функции F не меньше min
P∈PE(f,M)

P (1);
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(2) число критических точек F имеющих индекс i не меньше мини-
мального коэффициента при ti среди всех коэффициентов при ti много-
членов из PE(f,M).

0.4. Связь с классическими неравенствами Морса. Мы кратко напом-
ним знаменитые неравенства Морса для многообразия с краем [14]. Рас-
смотрим росток f функции вдоль края многообразия M . Мы скажем,
что критическая точка функции f |∂M внешняя (соответственно внутрен-
няя), если производная функции f по направлению внешней нормали к
многообразию в этой точке положительна (соответственно, отрицатель-
на). Для функции F на M внешние (соответственно внутренние) кри-
тические точки F |∂M определяются как внешние или внутренние крити-
ческие точки ее ростка вдоль ∂M . Обозначим число критических точек
функции F , имеющих индекс i через mi(F ) и число внутренних крити-
ческих точек функции F |∂M через m∂

i (F,M).
Для любого поля E и функции Морса F числаMi = mi(F )+m∂

i (F,M)
и числа bEi (M) = dimHi(M ;E) удовлетворяют неравенствам Морса [14]
для (n+ 1)-мерного многообразия с краем

Mk −Mk−1 + ...+ (−1)kM0 > bEk (M)− bEk−1(M) + ...+ (−1)kbE0 (M) (0.1)

где k ∈ {0, ..., n− 1}, и равенству

Mn+1 −Mn + ...+ (−1)n+1M0 = bEn+1(M)− bEn(M) + ...+ (−1)n+1bE0 (M).

Известно, что эта система неравенств эквивалентна следующему утвер-
ждению, подобному утверждению теоремы 0.1. А именно, существует
многочлен kE(F ) с неотрицательными целыми коэффициентами такой,
что ∑

Mit
i = PE(M)(t) + (1 + t)kE(F )(t),

где PE(M)(t) =
∑
bEi t

i это многочлен Пуанкаре многообразия M . Это
равенство эквивалентно равенству

P (F )(t) = PE(M)(t)− P−(F,M)(t) + (1 + t)kE(F )(t),

где P−(F,M)(t) =
∑
m∂
i (F,M)ti. Отметим, что многочлен PE(M)(t) −

P−(F,M)(t) зависит только от многообразия M и ростка f функции F
вдоль ∂M , мы обозначим P−(F,M) через P−(f,M). На языке неравенств
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теорема 0.1 говорит, что росток f и многообразиеM определяют несколь-
ко систем неравенств “типа Морса” (правые части могут быть разными).
Продолжение же ростка f до строгой функции Морса F внутрь много-
образия выбирает из этих систем неравенств одно. Вообще говоря, раз-
личные продолжения могут выбрать разные системы неравенств.

Мы покажем в п. 8.2 что для строгоморсовского ростка f и произ-
вольного многочлена P ∈ PE(f,M) найдется такой многочлен Q с неот-
рицательными целыми коэффициентами, что

P (t) = PE(M)(t)− P−(f,M)(t) + (1 + t)Q(t).

Поэтому классические неравенства Морса есть следствия теоремы 0.1.
В случае замкнутого многообразия (∂M = ∅) мы покажем в п. 6.8 что
множество PE(f,M) состоит из одного элемента, а именно многочлена
Пуанкаре PE(M) многообразия M . Следовательно, в случае замкнутого
многообразия теорема 0.1 эквивалентна классическим строгим неравен-
ствам Морса.

0.5. Простейший пример. Для некоторых классов ростков функций
классические неравенства Морса дают хорошую оценку для задачи Ар-
нольда. Но все же часто эта оценка слабее нашей или вообще не дает
ничего.

F

Рис. 1.

Рассмотрим, например, простейшее многооб-
разие с краем – отрезок и функцию F показан-
ную на рис. 1. Пусть f росток функции F вдоль
границы отрезка. Ясно, что любое его продолже-
ние внутрь имеет по крайней мере две критиче-
ские точки. Однако многочлен P (f) = PE(M) −
P−(F,M) равен нулю. Следовательно, классиче-
ские неравенства Морса оценивают число крити-
ческих точек общего продолжения f до функции
на отрезке нулем! Мы покажем (в п. 6.8), что мно-
жество PE(f,M) состоит из одного многочлена,
PE(f,M) = {1 + t}, что гарантирует по крайней
мере две критические точки по теореме 0.2.

Этот пример не случайное явление, а часть
общей теоремы. Если мы применим классические неравенства Морса к
примеру Арнольда из 0.1, построенному по многообразию W , являюще-
муся произведением замкнутого многообразия на окружность, то полу-
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чим (см. п. 8.4) оценку числа критических точек морсовского продол-
жения нулем. Такая оценка совершенно бесполезна. Оценка же из тео-
ремы 0.1 для примера Арнольда, построенного по многоообразию W , не
хуже классической оценки через теорию Морса на W (см. п.8.3).

0.6. О многочленах Морса функций с заданным ростком вдоль края. Рас-
смотрим множество Pf состоящее из всевозможных многочленов P (F )
Пуанкаре морсовских функций F на M , продолжающих данный стро-
гоморсовский росток f . В окрестности любой неособой для функции F
точки можно изменить функцию F и создать две критические точки
соседних индексов i, i + 1. Таким образом, с многочленом P (F )(t) мно-
жество Pf содержит и многочлен P (F )(t) + ti + ti+1 и любой многочлен
вида P (F )(t) + k(t)(1 + t), где все коэффициенты многочлена k неотри-
цательны, а степень не больше dimM − 1. Рассмотрим отображение pE
переводящее многочлены k степени не выше dimM − 1 и имеющие неот-
рицательные целые коэффициенты в многочлен PE(M)(t)−P−(f,M)(t)+
(1 + t)kE(F )(t). Такие многочлены k образуют октант ZdimM

+ . Множество
p−1
E (Pf ) является в этом октанте идеалом, то есть с каждой точкой a

содержит и сдвинутый октант a + ZdimM
+ . Теорема 0.1 говорит, что этот

идеал p−1
E (Pf ) содержится в объединении конечного числа сдвинутых

октантов с вершинами в точках множества p−1
E (Pf ). Отметим, что сам

идеал p−1
E (Pf ) есть объединение конечного числа сдвинутых октантов: в

Zn+ все идеалы обладают таким свойством нетеровости – каждый иде-
ал есть объединение конечного числа сдвинутых октантов [22]. Можно
построить пример, когда p−1

E (Pf ) не равен одному сдвинутому октанту.
То, что многочлены Морса даже в случае замкнутого многообразия

не обязательно образуют октант, известно (см. [26]).

0.7. Топологические данные. Множество PE(f,M) зависит, как мы гово-
рили, еще от некоторых рассуждений. Один из вариантов строится явной
процедурой, зависящей от следующих данных (все гомологии с коэффи-
циентами в E):

(1) Все гомологии Hk(M), Hk(M,∂M),и Hk(∂M) предполагаются из-
вестными при всех k.

(2) Критические значения, их индексы и типы (внешний или внут-
ренний) критических точек функции f |∂M предполагаются известными.

Пусть c1 < ... < cN есть все критические значения функции f |∂M .
Зафиксируем числа a1, ..., aN+1, так что a1 < c1 < a2 < ... < aN+1.

(3) Для любой пары i, j, такой, что 1 6 i < j 6 N + 1, и для любого
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k размерность k-х гомологий пары ({f |∂M 6 aj}, {f |∂M 6 ai}) предпола-
гается известной.

(4) Для любого j ∈ {1, ..., N + 1} и неотрицательного k размерность
подпространства

ι∗(Hk({f |∂M 6 ai})) ∩ ∂∗Hk+1(M,∂M) ⊂ Hk(∂M)

известна. Отображение ι∗ индуцировано естественным вложением
{f |∂M 6 ai} ↪→ ∂M , а ∂∗ – связывающий гомоморфизм из точной по-
следовательности пары.

Конструкция PE(f,M) не зависит от остальных частей работы.

0.8. Соображения симметрии. Соображения (нарушения) симметрии
позволяют улучшить обобщенные неравенства Морса 0.3. Определим ин-
волютивную операцию Opn+1 на каждом мономе ti так: Opn(ti) = tn+1−i

и продолжим ее на все многочлены по линейности. Многочлены Морса
P (F ) и P (−F ) связаны очевидным соотношением P (F ) = Opn+1(P (−F ))
(dimM = n + 1). Множества же PE(f,M) и Opn+1(PE(−f,M)), как мы
покажем, вообще говоря не равны. Удивительно, но это простое обсто-
ятельство иногда позволяет очень сильно улучшить неравенства Морса.

Для многочлена Q степени не больше n+ 1 через On+1(Q) обозначим
множество всех многочленов вида Q(t)+k(t)(1+t), где k многочлен с це-
лыми неотрицательными коэффициентами степени не больше n. В таких
обозначениях, из теоремы 0.1 вытекает, что многочлен Морса функции
F лежит в ⋃

Q∈PE(f,M)

On+1(Q).

Также он лежит и в ⋃
P∈PE(−f,M)

On+1(Opn+1(P )).

Следовательно, он лежит в⋃
Q∈PE(f,M)
P∈PE(−f,M)

On+1(Q) ∩On+1(Opn+1(P )).

Пересечение множеств On+1(Q) и On+1(R) есть множество On+1(M(Q,R)
(если Q(−1) = R(−1), иначе оно пусто) для некоторой явной опера-
ции Mn. Например, M4(1, t4) = 1 + t + t2 + t3 + t4. Рассмотрим мно-
жество QE(f,M), состоящее из всех многочленов вида M(Q,Opn+1(P ))
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при Q ∈ PE(f,M) и P ∈ PE(−f,M). Это множество уже удовлетворяет
соотношению симметрии QE(f,M) = Opn+1(QE(−f,M)). Верна теорема:

Теорема 0.3 (Сильные обобщенные неравенства Морса)
Многочлен Морса функции Морса F , продолжающей строгомор-
совский росток f вдоль края ∂Mn компактного многообразия Mn,
лежит в ⋃

Q∈QE(f,M)

On+1(Q).

Отметим, что для применения этой теоремы нужно вообще говоря
больше информации, чем для теоремы 0.1.

Теорема 0.3 также как и теорема 0.1 дает оценку в вопросе Арнольда:

Теорема 0.4 Пусть f строгоморсовский росток и F функция Морса,
продолжающая f . Тогда,

(1) число критических точек функции F не меньше min
P∈QE(f,M)

P (1);

(2) число критических точек F имеющих индекс i не меньше мини-
мального коэффициента при ti среди всех коэффициентов при ti много-
членов из QE(f,M).

Эти оценки, как и неравенства теоремы 0.3, автоматически не слабее
соответствующих результатов теорем 0.1 и 0.2.

0.9. Пример. Рассмотрим функцию с морсовским максимумом на RP 2n.
Пусть она совпадает с −∑ aix

2
i в локальных координатах в окрестно-

сти минимума, числа ai положительны и разные. Тогда ее можно так
C∞-мало пошевелить, что росток f ее шевеления вдоль сферы S(ε) =
{∑x2

i = ε}, будет строго морсовским. Рассмотрим многообразие с краем
M , полученное выбрасыванием открытого диска D(ε) ⊂ RP 2n, такого
что S(ε) есть граница его замыкания. Можно показать, что при E = Q
оригинальные неравенства Морса в этой ситуации не дают ничего, мно-
жество PQ(f,M) = {t2n−1 + 1} и PQ(−f,M) = {0}, то есть теорема 0.1
примененная к f гарантирует две критические точки у морсовского про-
должения, а примененная к −f ничего не гарантирует. В то же время,
QQ(f,M) = 1+t+t2 + · · ·+t2n−1 и любое морсовское продолжение ростка
f наM имеет не меньше 2n точек, как и должно быть (функция на RP 2n

имеет не меньше 2n+ 1 критической точки).
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0.10. Достаточное условие существования критической точки у любо-
го продолжения. Теоремы 0.2 и 0.4 иногда гарантируют наличие хотя
бы одной критической точки (возможно вырожденной) у продолжения
строгоморсовского ростка на краю внутрь компактного многоообразия.
Отметим, что на компактном связном многообразии с непустым краем
существует функция Морса без критических точек.

Теорема 0.5 Если хотя бы одно из трех чисел min
P∈PE(f,M)

P (1),

min
P∈PE(−f,M)

P (1) или min
P∈QE(f,M)

P (1) отлично от нуля, то у любого про-

должения ростка f есть хотя бы одна (возможно вырожденная) кри-
тическая точка.

Доказательство. Действительно, если есть продолжение без критиче-
ских точек, то это продолжение является строгой функцией Морса и все
эти числа равны нулю. �

0.11. План работы. В первой главе по многообразию с краем и функции
Морса на нем строится пара клеточных комплексов – каждой критиче-
ской точке ограничения на край соответствует клетка в клеточном под-
комплексе; дополнительные клетки соответствуют критическим точкам
и внутренним критическим точкам ограничения на край. Алгебраиче-
ская часть этой структуры (пара комплексов с упорядоченным базисом
и условием верхнетреугольности) называется парой M -комплексов. Ба-
зис построенных M -комплексов определен однозначно, а дифференциал
зависит от выбора клеточных апроксиммаций. Это приводит к определе-
нию эквивалентности (сопряжение дифференциала верхнетреугольным
изоморфизмом нулевой градуировки, переводящим подкомплекс в себя).

Во второй главе мы формулируем первую теорему (теорему 2.3)
об упрощении дифференциала, для чего нам понадобится более слабое
определение эквивалентности.

В третьей главе мы начинаем доказательство этой теоремы, изучая
комплексы и пары комплексов с точностью до (верхнетреугольной) эк-
вивалентности.

В четвертой главе мы заканчиваем доказательство теоремы 2.3, рас-
ширяя эквивалентность.

В пятой главе мы еще более ослабляем эквивалентность, вводя P-
эквивалентность. Оказывается что пара M -комплексов P-эквивалентна
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единственной паре комплексов, составленной из дифференциалов 16 ти-
пов. Эти слагаемые мы называем глифами. Таким образом строгой функ-
ции Морса соответствует один класс эквивалентности, один класс слабой
эквивалентности и (самый большой) класс P-эквивалентности, состав-
ленный из глифов.

Глифы полезны для получения оценки в вопросе Арнольда (а также
инвариантов строгой функции Морса). В оставшихся главах мы стро-
им множество полиномов PE(f,M), доказываем обобщенные неравенства
Морса и обсуждаем их работу в примере Арнольда. Кроме этого, мы об-
суждаем связь с классическими неравенствами Морса.

0.12. Предыдущие результаты. Классические (строгие) неравенства
Морса были получены в работе [14]. Проблема нахождения условий на
росток функции вдоль края многообразия, при которых существует про-
должение вовнутрь без критических точек была рассмотрена в рабо-
тах [7] и [9].

Вопрос Арнольда для замкнутого шара рассматривался Бараннико-
вым в работе [3]. В этой замечательной работе была построена однопа-
раметрическая теория Морса на замкнутом многообразии, кратко изло-
жим ее идеи. Баранников переходил (выбрасывая небольшой шар около
регулярной точки) от функции Морса F на (n+1)-мерном шаре к функ-
ции на произведении Sn× I n-мерной сферы и отрезка. У этой функции
известны граничные ростки, на обеих компонентах границы. Будем рас-
сматривать ее как однопараметрическое семейство функций ft на сфере
Sn. Баранников сопоставляет общему значению t ∈ I комплекс Морса
(в какой-нибудь общей метрике), этот комплекс естественно оснащен ин-
формацией о том как (возрастают или убывают) движутся критические
значения функции ft и как они упорядочены.

Критические точки функции F общего положения отвечают бифур-
кациям такого “оснащенного комплекса Морса”, при которых одно кри-
тическое значение меняет направление движения. Баранников изучил
другие возможные бифуркации (отвечающие тем значениям t, при ко-
торых функция ft становится не строгоморсовской), и заменил вопрос
Арнольда на (по сути комбинаторный) вопрос об оценке снизу на число
бифуркаций первого типа в последовательности комплексов, соединяю-
щих комплекс исходного ростка вдоль сферы и ростка функции высоты.

По-видимому, идеи этой работы можно пытаться развить, чтобы по-
лучить оценки в общем вопросе Арнольда, но это не сделано.
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0.13. . Автор очень благодарен Ф. Аикарди, П.Бресслеру, А. Вайнштей-
ну, В. Васильеву, О. Виро, В. Гинзбургу, А. Горинову, В. Горюнову, Ф.
Лауденбаху, Дм. Новикову, М. Поляку, М. Прохоровой, С. Табачнико-
ву, М. Темкину, Дж. Файну, Э. Феррану, Б. Хесину, А. Хованскому, Ю.
Чеканову, Б. Шантрейну, Ф. Шленку за полезные обсуждения, вопросы,
замечания и помощь в работе.

1 Функции на многообразии с краем и пары
комплексов.

Стандартная процедура теории Морса [10] сопоставляет CW -комплекс
функции Морса на замкнутом многообразии. Начав со строгой функ-
ции Морса на многообразии M с краем ∂M мы построим пару (X, Y )
CW -комплексов гомотопически эквивалентную паре (M,∂M). Эта пара
(X, Y ) вообще говоря не однозначно определена. Она зависит от выбора
клеточных аппроксимаций использованных в конструкциях ниже. Мы
изучим (на уровне клеточных дифференциалов) неоднозначность в на-
ших конструкциях.

1.1. Перестройки множеств меньших значений. Рассмотрим строгую
функцию Морса F на многообразии M с краем ∂M . Обозначим множе-
ство меньших значений {F 6 c} через Fc, и множество {F |∂M 6 c} через
F ∂
c . Пусть c1 < ... < cN критические значения функций F и F |∂M . Для

топологического пространства X, замкнутой клетки ek и непрерывного
отображения ϕ : ∂ek = Sk−1 → X мы обозначим через X ∪ϕ ek резуль-
тат приклейки клетки ek размерности k по ϕ к X. Напомним, что пара
топологических пространств (A,B) есть строгий деформационный ре-
тракт пары (A1, B1), если (A1, B1) ⊃ (A,B) и найдется такое семейство
ft,t∈[0,1] : A1 → A1 непрерывных отображений, что f0 = Id, ft(B1) ⊂ B1,
ft|A = Id для всех t ∈ [0, 1] и f1(A1) = A, f1(B1) = B.

Топология пары (Fc, F
∂
c ) меняется когда параметр c проходит сквозь

критическое значение следующим образом:

Предложение 1.1 (0) Если отрезок [a, b] не содержит критических
значений c1, ..., cN , то пара (Fa, F

∂
a ) есть строгий деформационный ре-

тракт пары (Fb, F
∂
b ).

Возьмем c ∈ {c1, ..., cN} и достаточно малое положительное число
ε > 0. Рассмотрим пары (Fc−ε, F

∂
c−ε) ⊂ (Fc−ε ∪ F ∂

c+ε, F
∂
c+ε) ⊂ (Fc+ε, F

∂
c+ε).
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(1) Пусть c – значение функции F в критической точке индекса k.
Пара (Fc−ε, F

∂
c−ε) является строгим деформационным ретрактом пары

(Fc−ε ∪ F ∂
c+ε, F

∂
c+ε). Существует приклеивающее отображение ϕ, опре-

деленное на границе ∂ek замкнутой клетки ek, и гомотопическая экви-
валентность

h : (Fc+ε, F
∂
c+ε)→ ((Fc−ε ∪ F ∂

c+ε) ∪ϕ ek, F ∂
c+ε),

действующая тождественным образом на Fc−ε ∪ F ∂
c+ε.

(2) Пусть c – значение функции F |∂M во внутренней критической
точке индекса k. Тогда существует приклеивающее отображение ϕ и
гомотопическая эквивалентность

h : (Fc−ε ∪ F ∂
c+ε, F

∂
c+ε)→ (Fc−ε ∪ϕ ek, F ∂

c−ε ∪ϕ ek),

действующая тождественным образом на Fc−ε. Пара (Fc−ε∪F ∂
c+ε, F

∂
c+ε)

является строгим деформационным ретрактом пары (Fc+ε, F
∂
c+ε).

(3) Пусть c – значение функции F |∂M во внешней критической точке
индекса k. Тогда существует приклеивающее отображение ϕ и гомото-
пическая эквивалентность

h : (Fc−ε ∪ F ∂
c+ε, F

∂
c+ε)→ (Fc−ε ∪ϕ ek, F ∂

c−ε ∪ϕ ek),

действующая тождественным образом на Fc−ε. Кроме этого, суще-
ствует приклеивающее отображение ϕ1 и гомотопическая эквивалент-
ность

h1 : (Fc+ε, F
∂
c+ε)→ ((Fc−ε ∪ F ∂

c+ε) ∪ϕ1 e
k+1, F ∂

c+ε),

действующая тождественным образом на Fc−ε ∪ F ∂
c+ε. Пространство

Fc−ε есть строгий деформационный ретракт пространства Fc+ε. �

Предложение 1.1 есть относительная версия стандартного [10] резуль-
тата теории Морса (более сильный результат содержится в [4]). Его мож-
но рассматривать как утверждение из стратифицированной теории Мор-
са [2] – многообразие с краем есть один из первых примеров стратифи-
цированного множества. Его доказательство параллельно стандартным
рассуждениям и следует из относительной версии леммы Морса, утвер-
ждающей что для каждой внутренней (соответственно, внешней) кри-
тической точки функции F |∂M с критическим значением c существуют
локальные координаты (x, y) (y ∈ R+) с центром в критической точке
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такие, что F (x, y) = c+ y+Q(x) (соответственно, F (x, y) = c− y+Q(x))
где Q есть “сумма квадратов”, и из явного описания клеток и ретракций
для такого выбора координат. Мы опускаем детали.

1.2. Замечание. Можно изменить строгую функцию Морса так, что ее
внешняя критическая точка станет внутренней (соответственно внут-
ренняя точка станет внешней). При этом функция изменится C0-мало
в заданной окрестности внешней точки, внутри многообразия появит-
ся одна дополнительная критическая точка, а ее ограничение на край
не изменится. Вне окрестности внешней точки функция не изменится.
Двумерный пример таких хирургий показан на рис. 2.

Классические неравенства Морса 0.4 можно доказать (фактически
так и было сделано в работе [14] с учетом того, что гомотопических экви-
валентностей, клеток, и клеточных комплексов еще не было) так: уничто-
жим все внешние критические точки хирургиями, уничтожающими все
внутренние критические точки (2. II.) Тогда, согласно предложению 1.1б
многообразие (не пара!) гомотопически эквивалентно клеточному ком-
плексу в котором число клеток размерности i равно числу критических
точек индекса i и числа внутренних точек индекса i (см. [8] о том как это
объяснял Том, показывая на пальцах, что “половина” критических точек
ограничения на край не нужна ). Классические неравенства Морса п. 0.4
есть неравенства связывающие размерности пространств алгебраическо-
го комплекса Mi и размерности его гомологий bi. А именно, комплекс
(над E) с размерностями пространств комплекса Mi и размерностями
гомологий bi существует если и только если неотрицательные целые чис-
ла Mi, bi удовлетворяют строгим неравенствам Морса. Это заканчивает
доказательство классических неравенств Морса.

Первая и вторая хирургия тесно связаны – одна получается из другой
сопряжением с операцией умножения функции на −1. Мы в работе будем
пользоваться первой, а не второй хирургией, не упоминая это явно.

1.3. Морсовские цепи. Мы продолжаем с обозначениями, введенными в
п. 1.1. Функция F достигает свои максимальные и минимальные значе-
ния в точках из множества Crit(F ) ∪ Crit(F |∂M). Следовательно, мно-
жество значений функции F содержится в отрезке [c1, cN ]. Фиксируем
числа a0, ..., aN так, что a0 < c1 < a1 < ... < aN−1 < cN < aN . Рассмотрим
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Рис. 2. Хирургия строгих функций Морса.

цепь включений топологических пространств:

(∅,∅) = (Fa0 , F
∂
a0

) ⊂ (Fa0 ∪ F ∂
a1
, F ∂

a1
) ⊂ (Fa1 , F

∂
a1

) ⊂ ...

... ⊂ (FaN−1
, F ∂

aN−1
) ⊂ (FaN−1

∪ F ∂
aN
, F ∂

aN
) ⊂ (FaN , F

∂
aN

) = (M,∂M).

Обозначим 2N+1 пару из этой цепи вложений через (U0, V0) ⊂ (U1, V1) ⊂
... ⊂ (U2N , V2N).

Согласно предложению 1.1, или Ui+1 гомотопически эквивалентно Ui
или же Ui+1 гомотопически эквивалентно Ui с одной приклеенной клет-
кой. Применяя стандартную технику (см. [10]) можно построить цепочку
включений пар CW -комплексов

(X̃0, Ỹ0) ⊂ (X̃1, Ỹ1) ⊂ ... ⊂ (X̃2N , Ỹ2N)

и гомотопические эквивалентности h̃i : (Ui, Vi) → (X̃i, Ỹi) для i ∈
{0, ..., 2N} так что диаграмма

(U0, V0) ⊂ (U1, V1) ⊂ ...⊂ (U2N , V2N)

h̃0

y h̃1

y ... h̃2N

y
(X̃0, Ỹ0)⊂ (X̃1, Ỹ1)⊂ ...⊂ (X̃2N , Ỹ2N)

коммутативна и удовлетворяет следующему условию: при i ∈ {0, ..., 2N−
1}, Ỹi = Ỹ2N∩X̃i и X̃i+1 или равно X̃i или есть результат приклейки ровно
одной клетки к X̃i. Отметим, что при построении клеточных комплек-
сов приходится выбирать клеточные аппроксимации отображений, это
может быть сделано разными способами.

Напомним топологические понятия. Пусть

(A0, B0) ⊂ (A1, B1) ⊂ ... ⊂ (AK , BK) = (A,B)
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и
(C0, D0) ⊂ (C1, D1) ⊂ ... ⊂ (CK , DK) = (C,D)

фильтрованные пары топологических пространств. Фильтрованное
(непрерывное) отображение это отображение пар h : (A,B)→ (C,D) та-
кое что h(Ai) ⊂ Ci, h(Bi) ⊂ Di при всех i ∈ {0, ..., K}. Фильтрованная
гомотопия между фильтрованными отображениями hj : (A,B)→ (C,D),
j ∈ {0, 1} есть фильтрованное отображение H : (A × I, B × I) → (C,D)
такое что H|A×{j} = hj, j ∈ {0, 1}. Два фильтрованных отображения
hj : (A,B) → (C,D), j ∈ {0, 1} называются фильтрованно гомотопны-
ми если между ними найдется фильтрованная гомотопия. Фильтрован-
ное отображение h : (A,B) → (C,D) есть фильтрованная гомотопиче-
ская эквивалентность если найдется такое фильтрованное отображение
g : (C,D) → (A,B), что отображения h ◦ g и g ◦ h фильтрованно гомо-
топны IdA, IdC rсоответственно. Легко выводится из [10], стр. 20–23, что
отображение h̃2N выше есть фильтрованная гомотопическая эквивалент-
ность.

Скажем, что морсовская цепь M строгой функции Морса F есть сле-
дующая тройка:

1. CW -пара (X, Y );

2. CW -фильтрация (∅,∅) = (X0, Y0) ⊂ ... ⊂ (X2N , Y2N) = (X, Y ),
такая что для каждого i ∈ {0, ..., 2N − 1}, Yi = Y2N ∩ Xiи Xi или
равно Xi−1 или есть результат приклейки одной клетки к Xi;

3. фильтрованная гомотопическая эквивалентность h : (M,∂M) →
(X, Y ).

Мы полагаем, что ориентация клеток в морсовской цепи фиксирована.
В общем случае (см. 1.5), комплексы Xi, Yi из морсовской цепи неод-

нозначно определены. Однако, для любого i ∈ {{0, ..., 2N} число клеток
данной размерности в Xi, Yi определено только функцией F . Из предло-
жения 1.1 следует, что общее число клеток в комплексе Y2N равно числу
критических точек функции F |∂M . Число клеток в X2N \ Y2N равно чис-
лу внешних критических точек функции F |∂M плюс число критических
точек функции F .

1.4. Замечание. Из функции Морса и общей римановой метрики на за-
мкнутом многообразии можно ввести структуру клеточного комплекса
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на самом замкнутом многообразии, а не на гомотопически эквивалент-
ном пространстве (см. [17]). Подобную конструкцию можно провести и
на многообразии с краем, но мы не используем это в работе.

Дифференциал можно было построить из траекторий антиградиент-
ного поля (предварительно надо изменить метрику и функцию) – это
сделано в [19].

1.5. Пример. Рассмотрим кольцо являющееся дополнением в сфере S2 ⊂
R3 к двум дискам как показано на рис. 3.I. Пусть F функция высоты на
кольце. Она имеет ровно одну критическую точку, имеющую индекс 2 с
критическим значением c7; c1, c2, c3, c5, c6 – критические значения F |∂M во
внутренних критических точках, c4 есть критическое значение во внеш-
ней критической точке. На рис. 3.II, рис. 3.III мы показываем клетки
двух морсовских цепей, соответствующих функции F (есть и другие мор-
совские цепи, соответствующие этой функции).

∂M

I

II

∂M MS2
D2

III

e1(M)

e2(M)
e3(M)

e4(M)

e5(M)

e6(M)

e7(M)

e8(M)

c1

c2

c3

c4

c5

c6

c7

F

F

c1

c2

c3

c4

c5

c6

c7

Рис. 3. Функция высоты на кольце.

1.6. Верхнетреугольность. Рассмотрим морсовскую цепь M строгой
функции Морса F . Мы занумеруем клетки цепиM через e1(M), ..., eT (M)
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в порядке их появления в подкомплексахXi — приклеенная позже клетка
имеет больший номер, чем клетка приклеенная раньше.

Возьмем две морсовских цепи M, M′ одной строгой функции Мор-
са F . Цепь M состоит из пар {(Xi, Yi)} и фильтрованной гомотопической
эквивалентности h. Мы будем обозначать соответствующие объекты це-
пи M′ со штрихами. Рассмотрим фильтрованное гомотопически обрат-
ное отображение g : (X2N , Y2N) → (U2N , V2N) к фильтованному отобра-
жению h. Положим S = h′ ◦ g. Отображение S индуцирует клеточную
гомотопическую эквивалентность Si : Xi → X ′i для i ∈ {1, ..., 2N}. Обо-
значим через S#

i индуцированное отображение комплексов клеточных
цепей. Отображение S#

2N есть изоморфизм комплексов, более того спра-
ведливо следующее утверждение.

Предложение 1.2 Матрица оператора S#
2N в базисах

(e1(M), ..., eL(M)) и (e1(M′), ..., eL(M′)) является верхнетреуголь-
ной с ±1 на диагонали.

Доказательство. Рассмотрим клетку ek(M). Рассмотрим минимальное
i = i(k) такое что ek(M) ∈ Xi. По определению Xi состоит из k
клеток e1(M), ..., ek(M). Отображение S фильтровано, следовательно
S#

2N(ek(M)) = S#
i (ek(M)). Число клеток в X ′i равно числу клеток в Xi.

Поэтому S#
i (ek(M)) есть линейная комбинация клеток e1(M′), ..., ek(M

′).
Это доказывает, что матрица S#

2N верхнетреугольна.
Диагональный элемент (S#

2N)k,k есть степень отображения

Sdim ek(M) = Xi(k)/Xi(k)−1 → X ′i(k)/X
′
i(k)−1 = Sdim ek(M′)

индуцированного из Si(k). Поскольку Si(k) является гомотопической эк-
вивалентностью, эта степень равна ±1. �

Эти рассмотрения мотивируют следующие определения.

1.7. Определение M-комплексов и их изоморфизмов. M-комплекс это
следующая структура:

1. Конечный комплекс конечномерных векторных пространств над
полем E:

0 −→ CK
∂K−→ CK−1

∂K−1−→ ...
∂L+1−→ CL

∂L−→ CL−1 −→ 0

(то есть ∂i ◦∂i+1 = 0 при всех i). Мы обозначим прямую сумму ⊕i∂i
через ∂.
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2. В каждом пространстве Ci выбран базис.

3. Выбран линейный порядок на объединении A всех базисов, так что
выполнено условие “понижения порядка”: для любого a ∈ A вектор
∂(a) есть или линейная комбинация элементов A порядка меньше,
чем a или ноль.

Нам также понадобится другое эквивалентное определение M -
комплекса. Пусть A есть конечное линейно упорядоченное множество
{a1, ..., aN}, a1 ≺ ... ≺ aN . Градуировка на A это отображение A→ Z, мы
обозначим его через deg. Число deg(a) называется степенью элемента
a ∈ A. Векторное пространство E(A) = E ⊗ A естественно градуирова-
но. M-дифференциал (MA-дифференциал, если нам нужно быть более
точными) это дифференциал ∂ на F(A) степени −1, такой что

∂(E⊗ {a1, ..., ai}) ⊂ E⊗ {a1, ..., ai−1}

при всех i ∈ {1, ..., N}. M -комплекс это градуированное векторное про-
странство E(A) с M -дифференциалом ∂. Мы обозначим его черезMA,∂.
M -дифференциал ∂ будем также обозначать ∂A.M -комплексы, наделен-
ные дополнительной структурой, рассматривались в [3] под именем осна-
щенных комплексов Морса.

Будем говорить, что M -комплексыMA1,∂1 иMA2,∂2 равны, если мно-
жества A1 и A2 градуированно упорядочено изоморфны и матрицы
дифференциалов ∂1 и ∂2 в базисах A1 и A2 совпадают. Через AutT(A)
мы обозначим группу всех градуированных изоморфизмов пространства
E(A) = E ⊗ A, сохраняющих каждое подпространство E ⊗ {a1, ..., ai},
i ∈ {1, ..., N}. Матрицы операторов из группы AutT(A) в базисе A верх-
нетреугольны. Скажем, чтоMA-дифференциалы ∂1,∂2 : E(A)→ E(A) эк-
вивалентны (или A-эквивалентны), если найдется g ∈ AutT(A), такой
что ∂2 = g∂1g

−1. Скажем что два M -комплекса изоморфны, если они
становятся равными после замены одного из M -дифференциалов на эк-
вивалентный.

Отметим, что согласно предложению 1.2 естественно рассматривать
меньшую группу автоморфизмов, верхнетреугольных с ±1 на диагона-
ли. Это несомненно приводит к новым инвариантам функций Морса и в
случае замкнутого многообразия сделано в работе [21].

1.8. Пары M-комплексов. Пусть MA,∂ M -комплекс. Для подмножества
B множества A такого что ∂(E⊗B) ⊂ E⊗B = E(B),MB, ∂|E(B)

является
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M -комплексом (порядок и градуировка на B индуцированы из порядка и
градуировки на A). Будем говорить, чтоMB, ∂|E(B)

есть M -подкомплекс
M -комплекса MA,∂ и будем обозначать ∂|E(B) через ∂B. Пару, состоя-
щую из M -комплекса и его M -подкомплекса, будем называть парой M -
комплексов или M -парой. Дифференциал ∂ в этом случае будет назы-
ваться MA,B-дифференциалом. Обозначим M -пару (MA,∂,MB, ∂B

) через
MA,B, ∂.

Рассмотрим подгруппу AutT(A,B) группы AutT(A), состоящую из
всех элементов g ∈ AutT(A) таких что g(E(B)) = E(B). Два MA,B-
дифференциала ∂1 и ∂2 назовем (A,B)-эквивалентными (или эквивалент-
ными), если ∂2 = g∂1g

−1 при подходящем g ∈ AutT(A,B). Две M -пары
MA1,B1, ∂1 и MA2,B2, ∂2 назовем изоморфными, если они становятся рав-
ными после замены одного из ∂1 на (A1, B1)-эквивалентный.

1.9. Алгебраическая модель строгой функции Морса. Пусть F строгая
функция Морса на компактном многоообразии с краем, M ее морсов-
ская цепь. Зафиксируем ориентации клеток цепи M. Клеточная граница
клетки ek(M) или равна нулю или линейной комбинации клеток с мень-
шими номерами. Следовательно морсовская цепь естественно порождает
пару M -комплексовMAF ,BF , ∂ с M -дифференциалом ∂ = ∂(M). Множе-
ство BF может быть отождествлено с критическими точками функциии
F |∂M градуированными индексом Морса indM и упорядоченными в со-
ответствии с критическими значениями. Множество AF есть результат
следующих операций. Сначала мы добавим к BF множество критических
точек функции F градуированное indM . Получившееся множество есте-
ственно упорядочено в соответствии с критическими значениями и гра-
дуировано индексом Морса. Обозначим получившееся множество через
A1
F . Обозначим через CF ⊂ BF подмножество, состоящее из всех внешних

критических точек функции F |∂M . Для каждого b ∈ CF мы добавляем к
A1
F элемент b+ следующий за b степень которого равна indM F |∂M(b) + 1.

Получившееся множество есть AF .
Следующее утверждение собирает предыдущие наблюдения.

Утверждение 1.3 Строгая функция Морса F естественно соответ-
ствует паре M-комплексов MAF ,BF , ∂, определенной с точностью до
изоморфизма. �

Пару M -комплексов MAF ,BF , ∂ изоморфную M -паре построенной с
помощью теории Морса из строгой функции Морса F будем называть
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алгебраической моделью функции F . Граница любой одномерной клетки
состоит из не более чем двух нульмерных клеток. Уже поэтому, даже
если мы рассмотрим целые коэффициенты и целочисленные изоморфиз-
мы, то не любая алгебраическая модель соответствует морсовской цепи
из 1.3.
1.10. Гранично гомологически существенные критические значения.
Рассмотрим функцию h на границе ∂M многообразия M . Множество
критических значений функции h содержит подмножество естественно
выделенное следующей конструкцией.

Обозначим через hc, c ∈ R множество меньших значений {h 6 c}.
Рассмотрим подпространство ι∗(H∗(hc;E)) пространства H∗(∂M ;E) (ι∗
индуцировано включением). Обозначим через Ic пересечение этого под-
пространства с подпространством ∂∗H∗(M,∂M ;E) ⊂ H∗(∂M ;E), где ∂∗
оператор из длинной точной последовательности пары (M,∂M). Размер-
ность dim Ic есть монотонно неубывающая функция параметра c с целы-
ми значениями. В соответствии с теорией Морса размерность Ic скачет
только в критических значениях функции h. Мы скажем что критиче-
ское значение функции h – граничное гомологически существенное кри-
тическое значение, если это точка разрыва функции dim Ic. Можно ска-
зать, что граничные гомологически существенные значения показывают
как именно многообразие подклеено к краю. Граничные гомологически
существенные критические значения функции F на M это граничные
гомологически существенные критические значения функции F |∂M по
определению.

Граничные гомологически существенные критические точки (кото-
рые мы, допуская вольность речи, отождествляем в этом случае стро-
гой функции Морса со значениями) функции высоты отмечены черными
кружками на рис 4.
1.11. Изображение пары M-комплексов. M -паруMA,B,∂ мы изображаем
следующим образом. Элементы множества A мы изображаем кружками,
помещая эти кружки вдоль вертикальной оси в соответствии с порядком
на A: кружок, соответствующий элементу ai, выше кружка, соответству-
ющего элементу aj если i > j. Кружки, соответствующие элементам мно-
жества B, мы рисуем слева от вертикальной оси, обозначающей ось зна-
чений функции. Кружки, соответствующие элементам множества A \B
мы рисуем справа от вертикальной оси.

Если ∂ai =
∑
k∈I

λkak, λk 6= 0, то мы соединяем кружки, соответству-
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Рис. 4. Граничные гомологически существенные критические значения.

ющие элементам ai и ak, k ∈ I отрезками, помечая их числами λk если
λk 6= 1. Например M -параMA,B,∂, где A = {a1, a2, a3, a4}, B = {a1, a3}, и
дифференциал ∂ определен на элементах базиса: ∂a4 = a3 + a2, ∂a3 = a1,
∂a2 = −a1, ∂a1 = 0 показана на рис. 5.I.

Для алгебраической модели функции F мы рисуем кружки, соответ-
ствующие граничным гомологически существенным критическим значе-
ниям функции F |∂M , черным цветом. Ниже мы покажем, что каждая
внешняя критическая точка b ∈ CF появляется с ненулевым коэффи-
циентом в ∂(b+). Мы будем соединять b с b+ двойным отрезком вместо
одного. Имеет смысл считать, что наклон этого отрезка положителен и
“бесконечно мал”. В самом деле, при соответствующей хирургии рис. 2.
I. возникает критическая точка с критическим значением чуть больше
значения во внешней точке.

На рис. 5.II показан график функции на отрезке и его алгебраическая
модель с Z2-коэффициентами. На рис. 5.III изображена M -пара с Z2-
коэффициентами, соответствующая морсовской цепи из рис. 3.II.

2 Пары M-комплексов. Формулировка ос-
новной теоремы.

Произвольная M -пара, рассматриваемая с точностью до эквивалентно-
сти, есть непростой объект для работы. Мы разбиваем множество всех
M -пар на части, так что каждая часть содержит единственную относи-
тельно простую M -пару, кодирующую эту часть.
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Рис. 5. Примеры M -пар.

2.1. ∂-тривиальные элементы. Рассмотрим M -пару MA,B, ∂, A = {a1 ≺
... ≺ aN}. Мы назовем элемент ak ∈ B ∂-тривиальным, если k < N ,
ak+1 ∈ A \ B и ak входит в разложение ∂(ak+1) по элементам базиса A с
ненулевым коэффициентом.

Лемма 2.1 Пусть дифференциалы ∂ и ∂′ (A,B)-эквивалентны. Тогда
множество всех ∂-тривиальных элементов совпадает с множеством
всех ∂′-тривиальных элементов.

Доказательство. Пусть ∂′ = g∂g−1 для некоторого g ∈ AutT(A,B). Мы
обозначаем многоточием линейную комбинацию элементов с индексами
меньше k. Имеем: g−1(ak+1) = λ1ak+1+..., g(ak) = λ2ak+... для некоторых
λ1, λ2 6= 0. Тогда ∂(ak+1) = µak + ... с µ 6= 0 влечет ∂′(ak+1) = λ2µλ1ak +
.... �

2.2. Множество DA,B,C. Мы фиксируем тройку A ⊃ B ⊃ C конеч-
ных множеств и предполагаем, что A непусто. Множество A градуиро-
вано и линейно упорядочено. Обозначим через DA,B,C множество всех
(A,B)-дифференциалов, таких что каждый элемент множества C ∂-
тривиален для всех ∂ ∈ DA,B,C . Для каждого (необходимо являющегося
∂-тривиальным) элемента a ∈ C мы изображаем в соответствующем ри-
сунке M -пары двойной отрезок, соединяющий a со следующим элемен-
том в A.

Напомним, что для строгой функции Морса F мы построили (см 1.9)
тройку градуированных множеств AF ⊃ BF ⊃ CF (CF состоит из всех
внешних критических точек).
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Утверждение 2.2 Дифференциал алгебраической модели строгой
функции Морса F принадлежит DAF ,BF ,CF

.

Доказательство. Рассмотрим алгебраическую модель MAF ,BF ,∂ функ-
ции F . Нужно показать, что каждый элемент ak ∈ CF является ∂-
тривиальным. По построению ak+1 ∈ AF \ BF . Элементы ak, ak+1 об-
разующие комплекса вычисляющего относительные гомологии пары
(Fc+ε, Fc−ε), где c = F (ak). Поскольку Fc−ε есть строгий деформацион-
ный ретракт Fc+ε по предложению 1.1(3), то эти гомологии тривиальны
и следовательно ak ∂-тривиален. �

Пространство DA,B,C есть один из основных объектов работы. Оче-
видно это объединение классов эквивалентности. Число этих классов
очевидно конечно для конечного поля, для E = Q это вообще говоря
не так.

2.3. Фактор M-комплекс. Рассмотрим M -паруMA,B, ∂. Мы будем отож-
дествлять множество A \ B с базисом факторкомплекса MA,∂/MB,∂B

.
Линейный порядок и градуировка на A индуцируют естественным об-
разом линейный порядок и градуировку на A \ B. Ясно, что индуци-
рованный дифференциал наMA,∂/MB,∂B

является M -дифференциалом
в соответствии с этими линейным порядком и градуировкой на A \ B.
Мы обозначим этот индуцированный дифференциал через ∂A\B, а сам
факторкомплекс будем обозначатьMA\B,∂A\B .

2.4. Слабая эквивалентность. Скажем, что дифференциалы ∂1, ∂2 ∈
DA,B,C слабо эквивалентны если существует автоморфизм g ∈ Aut(A,B)
(g не обязательно верхнетреугольный оператор), такой что g∂1 = ∂2g и
естественно индуцированный автоморфизм gA\B принадлежит AutT(A \
B) и ограничение g|E⊗B принадлежит AutT(B).

Мы покажем, что DA,B,C есть объединение конечного числа классов
слабой эквивалентности. В каждом классе слабой эквивалентности мы
построим уникальный удобный представитель (сечение слабой эквива-
лентности). Для реализации этой программы нам понадобятся следую-
щие определения и конструкции.

2.5. Разложение в прямую сумму. Скажем, что M -пара MA,B, ∂ разло-
жима в прямую сумму двух M -пар (или, эквивалентно, дифференциал
∂ разложим в прямую сумму), если существует разложение A = A1∪A2 в
объединение двух непересекающихся подмножеств, так что подпростран-
ства E(A1) и E(A2) являются ∂-инвариантными.
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В этом случае пространства E(Ai∩B) также ∂-инвариантны, так что
корректно определеныM -парыMA1,B1, ∂1 иMA2,B2, ∂2 , где Bi = Ai∩B, i ∈
{1, 2} и ∂i это ограничения ∂. Мы будем писать MA,B, ∂ = MA1,B1, ∂1 ⊕
MA2,B2, ∂2 в этом случае. Если MA,B, ∂ = MA1,B1, ∂1 ⊕ MA2,B2, ∂2и C
это множество ∂-тривиальных элементов то множество Ci = Bi ∩ C
(i ∈ {1, 2}) состоит из ∂i-тривиальных элементов и мы будем писать
MA,B,C, ∂ = MA1,B1,C1, ∂1 ⊕MA2,B2,C2, ∂2 (или ∂ = ∂1 ⊕ ∂2) в этом случае.
Разложение в прямую сумму большего числа слагаемых определяется
аналогично. Разложение M -пары в прямую сумму неразложимых слага-
емых единственно с точностью до перестановки слагаемых.

2.6. Операция #. Построим следующую частично определенную опера-
цию на M -парах. Рассмотрим ненулевые M -пары MA,B,C, ∂ и MX,Y,Z, δ,
такие что A ∩ X = ∅. Пусть A = {a1 ≺ ... ≺ aK}, X = {x1 ≺ ... ≺ xL}.
Пусть степень элемента xL больше на единицу степени элемента a1 и
a1 ∈ B, a1 /∈ C, xL ∈ X \ Y , xL−1 /∈ Z. Обозначим через A#X множество
A ∪X с порядком

x1 ≺ ... ≺ xL−1 ≺ a1 ≺ xL ≺ a2 ≺ ... ≺ aK .

Определим линейный оператор ∂#δ на элементах множества A#X сле-
дующим образом: ∂#δ(ai) = ∂(ai) для любого i ∈ {1, ..., K}, ∂#δ(xi) =
δ(xi) для любого i ∈ {1, ..., L − 1} и ∂#δ(xL) = δ(xL) + a1. Обозна-
чим через C#Z множество C ∪ Z ∪ {a1}. Ясно, что ∂#δ является M -
дифференциалом и множество C#Z состоит из ∂#δ-тривиальных эле-
ментов. Обозначим M -пару MA#X,B#Y,C#Z, ∂#δ (B#Y = B ∪ Y ) как
MA,B,C, ∂#MX,Y,Z, δ. Мы положим M#0 = M, 0#M = M for any M -
pairM. Операция # очевидно ассоциативна.

2.7. Определение M-пар Lk и Rl. Определим M -пары Lk и Rl (k, l > 0)
следующим образом: L0 = R0 = 0, и при k, l > 1 мы определим Lk, Rl (
с точностью до общего аддитивного сдвига градуировки) из (бесконеч-
ной) таблицы рис.. 6. Градуировка M -пары Lk, Rl определена однознач-
но с точностью до общего сдвига. Каждая M -пара Lk, Rl принадлежит
соответствующему множеству DA,B,C , где C определяется двойными от-
резками.

2.8. Основная теорема. Рассмотрим тройку (A,B,C) упорядоченных
градуированных множеств. Мы предполагаем, что A непусто.
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R1 R2 R3 R4

...

L4L3L2L1

...
-1 -1 -1 -1

-1-1 -1 -1 -1

Рис. 6. Определение M -пар Lk и Rl.

Теорема 2.3 Число классов слабой эквивалентности конечно. Любой
M-дифференциал ∂ ∈ DA,B,C слабо эквивалентен единственному диффе-
ренциалу разложимому в прямую сумму дифференциалов M-пар типа:

Lk#Rl(k + l > 1), Lk# (k > 0), #Rl(l > 0),

Lk# #Rl(k, l > 0), , .

Рис. 7.

2.9. Замечания. Понятия слабой эквивалентности,
операция # и последняя теорема есть результат на-
ивных попыток “упрощения” M -дифференциала. В
случае A = B,C = ∅ теорема 2.3 превращается в
теорему из [3].

Утверждение о конечности числа классов слабой
эквивалентности очевидно при E = Zp (само множе-
ство DA,B,C в этом случае конечно) и нетривиально
для E = Q.
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На рисунке 7 показаны результаты применения
теоремы 2.3 к алгебраическим моделям функций ри-
сунков 1 и 3.

3 О M-комплексах и M-парах с точностью
до эквивалентности.

Эта глава содержит результаты важные сами по себе и нужные нам для
доказательства теоремы 2.3. Для данногоM -дифференциала мы постро-
им эквивалентный M -дифференциал, имеющий относительно простой
вид. (На уровне матричных элементов дифференциала мы выбираем эк-
вивалентный дифференциал, имеющий много нулей в матрице.) Полу-
ченный в результате M -дифференциал мы назовем квазиэлементарным
дифференциалом. Эта констукция есть первый шаг в доказательстве тео-
ремы 2.3. Окончание доказательства теоремы 2.3 (см. главу 4) состоит в
дальнейшем упрощении построенного квазиэлементарного дифференци-
ала.

Для конечного линейно упорядоченного множества A = {a1 ≺ ... ≺
aN} будем обозначать через Ak множество {a1 ≺ ... ≺ ak}.
3.1. О структуре M-комплекса. Пусть A конечное линейно упорядочен-
ное градуированное множество.MA-дифференциал ∂ называется элемен-
тарным дифференциалом, если он удовлетворяет следующим двум усло-
виям:

1. для каждого a ∈ A или ∂(a) = 0, или найдется b ∈ A такой что
∂(a) = b;

2. ∂(x) = ∂(y) = z и x, y, z ∈ A влечет x = y.

Теорема 3.1 [3] Любой M-дифференциал ∂ над полем E эквивалентен
единственному M-дифференциалу. �

Доказательство. Мы приводим доказательство для полноты. Элемен-
тарный M -дифференциал, эквивалентный данному, явно строится по
индукции следующим образом. Для одномерного M -комплекса утвер-
ждение тривиально. Допустим утверждение доказано дляM -комплексов
размерности k. Пусть A = {a1 ≺ ... ≺ ak+1}. Рассмотрим M -комплекс
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MA,∂. Ограничение ∂1 M -дифференциала ∂ на подкомплекс E(Ak) мо-
жет быть приведено к элементарному виду по предположению индукции.
Будем считать, что это уже сделано.

Определим отображение ∂−1 на элементах a1, ..., ak следующим обра-
зом: если ∂1(aj) = ai, то ∂−1

1 (ai) = aj, в остальных случаях ∂−1
1 (ai) = 0.

Рассмотрим ∂(ak+1). Если ∂(ak+1) = 0, то дифференциал ∂ элемента-
рен и утвердение доказано. Пусть ∂(ak+1) =

∑
i∈I⊂{1,...,K}

λiai, λi 6= 0 при

i ∈ I. Поскольку дифференциал ∂1 элементарен и ∂2(ak+1) = 0, то для
каждого i ∈ I выполняется ∂(ai) = 0. Разложим множество I в объеди-
нение непересекающихся множеств – множества I1, состоящего из всех
i ∈ I, таких что ∂−1

1 (ai) 6= 0 и множества I2, состоящего из остальных
элементов множества I.

Допустим, что множество I2 пусто. Рассмотрим автоморфизм T , опре-
деленный на базисных векторах так: ak+1 7→ ak+1 −

∑
i∈I1

λi∂
−1
1 (ai)), все

остальные базисные элементы T оставляет неподвижными. Очевидно,
T ∈ AutT(A). Дифференциал ∂T = T−1∂T является элементарным
M -дифференциалом, поскольку ∂T (ai) = ∂(ai) при i ∈ {1, . . . , k}, и
∂T (ak+1) = 0.

Пусть множество I2 непусто. Пусть l максимальный номер элемента
из I2. Рассмотрим атоморфизм T , определенный на элементах базиса
так: ak+1 7→ ak+1 −

∑
i∈I1

λi∂
−1
1 (ai), al 7→

∑
i∈I2

λiai, все остальные базисные

элементы неподвижны. Очевидно, T ∈ AutT(A). M -дифференциал ∂T
является элементарным M -дифференциалом, поскольку ∂T (ak+1) = am,
∂−1

1 (am) = 0 и на всех остальных элементах базиса ∂T совпадает с ∂.
Докажем единственность (мы следуем [6])). Обозначим через

d(m,n, ∂) размерность относительных гомологий H∗(E(Am),E(A), ∂).
Размерности d(m,n, ∂) зависят только от класса эквивалентности диф-
ференциала ∂. Пусть ∂ элементарный M -дифференциал и ∂(ai) = aj.
Тогда, очевидно, справедливы следующие равенства:

d(i, j, ∂) = d(i− 1, j − 1, ∂) = d(i− 1, j, ∂) + 1 = d(i, j − 1, ∂) + 1.

И обратно – легко проверить, что если эти равенства выполняются, то
∂(ai) = aj. Следовательно элементарный M -дифференциал ∂ однознач-
но восстанавливается по числам d(m,n, ∂). Единственность доказана. �

3.2. Разбиение базиса M-комплекса на пары и гомологически существен-
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ные элементы. Рассмотрим M -комплекс MA,∂, A = {a1 ≺ ... ≺ aN}.
Пусть ∂1 является элементарным M -дифференциалом эквивалентным
∂ (как в теореме 3.1). Скажем, что элементы базиса ai, aj M -комплекса
MA,∂ образуют ∂-пару, если ∂1(ai) = aj. Будем говорить, что элемент ба-
зиса (∂-)гомологически существенен, если он не участвует в ∂-парах. По
теореме 3.1, любой элемент множества A является или гомологически
существенным элементом или членом единственной ∂-пары. Следующие
утверждения леммы 3.2 описывают эту комбинаторную структуру на A
в терминах M -дифференциала ∂, не переходя к эквивалентному элемен-
тарному дифференциалу.

Обозначим через ι включение E(Aj) → E(A) (значение j будет ясно
из контекста) и через ι∗ индуцированное отображение в гомологиях.

Лемма 3.2 (1) Элемент aj ∈ A oстепени l гомологически существе-
нен, если и только если

dim ι∗(Hl(E(Aj), ∂)) = dim ι∗(Hl(E(Aj−1), ∂)) + 1.

Число гомологически существенных элементов степени k iравно
dimHk(MA,∂).
(2) Элемент ai ∈ A не является гомологически существенным элемен-
том если и только если

ι∗H∗(E(Ai), ∂) = ι∗H∗(E(Ai−1), ∂).

(3) Элементы am, an ∈ A, m > n образуют ∂-пару если и только если

dimH∗(E(Am),E(An), ∂) = dimH∗(E(Am−1),E(An−1), ∂) =

= dimH∗(E(Am−1),E(Ak), ∂) + 1 = dimH∗(E(Am),E(An−1), ∂) + 1.

Доказательство. Утверждения леммы очевидны для элементарного
дифференциала. Следовательно, по теореме 3.1 они справедливы и
для любого M -дифференциала, поскольку размерности гомологий из
этих утверждений зависят только от класса эквивалентности M -
дифференциала. �

3.3. Граничные гомологически существенные элементы M-пар. Филь-
трация на топологическом пространстве или комплексе естественно ин-
дуцирует фильтрацию на любом подпространстве их гомологий. Это про-
стое наблюдение ведет к следующим определениям.
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РассмотримM -паруMA,B, ∂. Подпространство E(Bk) ⊂ E(B) являет-
ся ∂B-инвариантным, следовательно градуированное пространство гомо-
логий H∗(E(Bk), ∂B) корректно определено. Через ι∗ : H∗(E(Bk), ∂B) →
H∗(E(B), ∂B) обозначим отображение индуцированное включением
E(Bk) ↪→ E(B). Пусть ∂∗ : H∗+1(E(A),E(B), ∂)→ H∗(E(B), ∂B) граничное
отображение длинной точной последовательности пары (E(A),E(B), ∂).
Рассмотрим пересечения

Ik = ι∗H∗(E(Bk), ∂B) ∩ ∂∗H∗(E(A),E(B), ∂) ⊂ H∗(E(B), ∂B).

Элемент базиса bk ∈ B назовем (∂-)гранично гомологически суще-
ственным, если Ik 6= Ik−1 (положим I0 = 0).

Мы обозначим через H(∂) множество всех ∂-гранично гомологиче-
ски существенных элементов. Ясно, что еслиM -дифференциал ∂ (A,B)-
эквивалентен M -дифференциалу ∂′, то H(∂) = H(∂′).

Рассмотрим M -паруMA,B,∂.

Лемма 3.3 Каждый ∂-гранично гомологически существенный эле-
мент является ∂B-гомологически существенным. Общее число ∂-
гранично гомологически существенных элементов степени k равно
dim ∂∗(Hk+1(E(A),E(B), ∂)).

Доказательство. По лемме 3.2 примененной к M -комплексу MB,∂B ,
ι∗H∗(E(Bl), ∂B) 6= ι∗H∗(E(Bl−1), ∂B) если и только если элемент bl яв-
ляется ∂B-гомологически существенным. Для таких l размерности про-
странств ι∗H∗(E(Bl), ∂B) и ι∗H∗(E(Bl−1), ∂B) отличаются на 1, так что
мы получаем полный градуированный флаг в ι∗H∗(E(B), ∂B), состоящий
из пространств ι∗H∗(E(Bk), ∂B). Пересечение градуированного подпро-
странства с полным флагом есть полный флаг в подпространстве. Это
доказывает первое утверждение леммы. Пространства ι∗H∗(E(Bl), ∂B) и
∂∗(H∗(E(A),E(B), ∂)) есть прямые суммы своих однородных компонент.
Из этого вытекает второе утверждение леммы. �

3.4. Алгебраическая модель функции. Пусть F строгая функция Морса
на компактном многообразии M . Расcмотрим ее алгебраическую модель
(с коэффициентами в E)MAF ,BF , ∂, пусть CF множество внешних крити-
ческих точек F |∂M . Соединим некоторые свойства алгебраической моде-
ли в предложении.
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Предложение 3.4 1. При каждом i Hi(MAF , ∂,MBF , ∂BF
) =

Hi(M,∂M ;E), Hi(MBF , ∂BF
) = Hi(∂M ;E), Hi(MAF , ∂) = Hi(M ;E);

2. M-комплекс MBF , ∂BF
есть алгебраическая модель функции F |∂M

и, следовательно, зависит (с точностью до эквивалентности)
только от этой функции;

3. Любой элемент множества CF ⊂ BF , состоящего из всех внеш-
них критических точек, ∂-тривиален;

4. Множество HF ⊂ BF , состоящее из всех гранично гомологиче-
ски существенных критических точек функции F |∂M , совпадает
с множеством всех гранично гомологически существенных эле-
ментов пары MAF ,BF , ∂;

5. Алгебраическая модель функции F изоморфна подхлдящей алгеб-
раической модели функции ψ ◦ F ◦ ϕ, где ψ : R → R сохраняю-
щий ориентацию диффеоморфизм прямой и ϕ : M → M диффео-
морфизм. Класс изоморфизма алгебраической модели сохраняется
пока F непрерывно меняется в пространстве строгих функций
Морса. �

3.5. Множества P,Q,R и X, Y, Z и биекции. Рассмотрим M -пару
MA,B, ∂0 . По теореме 3.1, M -дифференциал ∂0 M -пары MA,B, ∂0 (A,B)-
эквивалентен такому M -дифференциалу ∂, что ∂B и ∂A\B являются эле-
ментарными M -дифференциалами.

Дифференциал ∂B элементарен, следовательно, множество B раскла-
дывается в определение непересекающихся подмножеств P,Q,R так что
∂B ограничивается на биекцию Q→ R и ∂B равен нулю на P . Аналогич-
но, дифференциал ∂A\B элементарен, следовательно, множество A \ B
раскладывается в определение непересекающихся подмножеств X, Y, Z
так что ∂A\B ограничивается на биекцию Y → Z и ∂A\B равен нулю
на X.

По теореме 3.1, множества P,Q,R иX, Y, Z и биекцииQ→ R и Y → Z
зависят только от класса эквивалентности дифференциала ∂0.

3.6. Определение квазиэлементарного дифференциала. Рассмотрим век-
торноем пространство L и базис W этого пространства. Будем говорить,
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что v =
∑

w∈W vww ∈ L содержит a ∈ W (или a появляется в v) если
va 6= 0.

Мы скажем, что MA,B-дифференциал ∂ квазиэлементарен если он
удовлетворяет следующим условиям:

1. дифференциалы ∂B и ∂A\B элементарны;

2. для каждого элемента x ∈ X, вектор ∂(x) содержит не более одного
элемента множества P ;

3. если ∂(x) содержит p ∈ P , то коэфициент ∂(x)p равен 1;

4. любой элемент множества P появляется в не более чем одном век-
торе ∂(x) при x ∈ X.

3.7. ОтM-дифференциалов к квазиэлементарным дифференциалам. На-
помним, что H(∂) обозначает множество всех ∂-гранично гомологически
существенных элементов M -дифференциала ∂ (см. 3.3).

Лемма 3.5 (1) Любой M-дифференциал эквивалентен квазиэлемен-
тарному M-дифференциалу.
(2) ПустьM-дифференциал ∂ квазиэлементарен. Множество H(∂) сов-
падает с множеством элементов P , появляющихся в векторах ∂(x)
при x ∈ X.
(3) Пусть квазиэлементарные M-дифференциалы ∂, ∂1 эквивалентны.
Для любых x ∈ X и p ∈ P , ∂(x) содержит p если и только если ∂1(x)
содержит p.

Отметим, что класс эквивалентности M -дифференциала может со-
держать более одного квазиэлементарного дифференциала. Доказатель-
ство леммы 3.5 содержится в 3.9 ниже.

3.8. Инъекция h+. Рассмотрим M -пару MA,B,∂. Определим отобра-
жение h+ : H(∂) → X следующим образом. Пусть ∂′ квазиэлемен-
тарный M -дифференциал эквивалентный ∂. Для b ∈ H(∂), h+(b)
есть, по определению, такой элемент x ∈ X, что ∂′(x) содер-
жит b. По лемме 3.5, отображение h+ корректно определено и за-
висит только от класса эквивалентности M -дифференциала ∂. Яс-
но, что h+ инъекция. Отметим, что h+ увеличивает степень на 1.
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P ⊃ H

Q

ZR

Y

Xh+

Рис. 8.

Следующее утверждение есть немедленное следствие
леммы 3.5.

Следствие 3.6 Разбиения

B = P tQ tR,A \B = X t Y t Z,

биекции Q→ R и Y → Z, подмножество H = H(∂) ⊂ P
и инъекции h+ : H → X являются инвариантами M-
парыMA,B,∂ (см. рис. 8 на котором схематически изоб-
ражены эти множества и отображения). �

3.9. Доказательство леммы 3.5. Докажем первое утверждение леммы.
Рассмотрим M -паруMA,B, ∂, A = {a1 ≺ ... ≺ aN}.

Мы предполагаем, что M -дифференциалы ∂B, ∂A\B элементарны.
Первое утверждение очевидно, если множество X пусто. Предположим,
X непусто. Обозначим его элементы x1 < ... < xI в соответствии с поряд-
ком, индуцированным из порядка на A. Используем индукцию для дока-
зательства следущего утверждения: ∂ эквивалентен M -дифференциалу
δ = δk, такому что

1. для любого i ∈ {1, ..., k} вектор δ(xi) содержит не более одного
элемента P ;

2. каждый элемент множества P появляется не более чем в одном
δ(xj) при j ∈ {1, ..., k} и ∂B = δB, ∂A\B = δA\B.

Пусть k = 1. Вектор ∂(x1) может содержать только элементы из
множеств P,R, поскольку M -дифференциалы ∂A\B, ∂B элементарны и
∂2(x1) = 0. Следовательно, ∂(x1) = p + r, p ∈ E(P ), r ∈ E(R). Если
p = 0, то первый шаг индукции доказан. Рассмотрим случай p 6= 0.
Пусть pi максимальный элемент из P , появляющийся в p. Расмотрим
Tp ∈ AutT(A,B) такой что Tp(pi) = p, а на оставшихся базисных элемен-
тах Tp неподвижен. Тогда, M -дифференциал δ1 = T−1

p ∂Tp удовлетворяет
нужным свойствам. Это устанавливает базу индукции.

Пусть ∂ эквивалентен δk выше. Мы можем полагать, что ∂ = δk. Если
∂(xk+1) не содержит элементов из P , то δk+1 = ∂ есть нужный нам диф-
ференциал. Пусть x ∈ E({x1, ..., xk}). Обозначим через Tx ∈ AutT(A,B)
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автоморфизм отображающий xk+1 в сумму xk+1 + x и неподвижный на
остальных элементах базиса. Для любого x ∈ E({x1, ..., xk}), дифферен-
циал T−1

x ∂Tx удовлетворяет k-й гипотезе индукции и, для подходящего
x0 ∈ E({x1, ..., xk}), вектор T−1

x0
∂Tx0(xk+1) не содержит элементов из P ,

которые появляются в T−1
x0
∂Tx0(xi) при i ∈ {1, ..., k}. Итак, мы можем

полагать, что ∂(xk+1) не содержит элементов из P , которые появляются
в ∂(xi) при i ∈ {1, ..., k}. Пусть ∂(xk+1) = p + q. Тогда дифференциал
δk+1 = T−1

p ∂Tp обладает нужными свойствами. Первое утверждение лем-
мы доказано.

Пусть ∂ квазиэлементарный M -дифференциал. Тогда пространства
Ik = ι∗H∗(E(Bk), ∂B) ∩ ∂∗H∗(E(A),E(B), ∂) из определения ∂-гранично
гомологически существенных элементов натянуто на элементы bi ∈
{b1, ..., bk}∩P , появляющиеся в векторах ∂(x) при x ∈ X. Это доказывает
второе утверждение леммы.

Докажем третье утверждение. Пусть (A,B) пара конечных линейно
упорядоченных градуированных множеств. Пусть B = {b1 ≺ ... ≺ bK},
A \ B = {a1 ≺ ... ≺ aL}. Обозначим через A′ упорядоченное граду-
ированное множество, которое равно (как градуированное множество)
множеству A cтаким линейным порядком ≺n:

b1 ≺n ... ≺n bK ≺n a1 ≺n ... ≺n aL.

MA,B-дифференциал ∂ естественно индуцирует MA′-дифференциал ∂′

который равен (как линейное отображение) MA,B-дифференциалу ∂.
Очевидно, что отображение посылающее ∂ в ∂′ переводит (A,B)-
эквивалентные M в A′-эквивалентные.

Ввиду теоремы 3.1, третье утверждение следует из следующей лем-
мы.

Лемма 3.7 Пусть M-дифференциал ∂ квазиэлементарен. Если p ∈
H(∂) появляется в ∂(x) при x ∈ X, то элементы x, p образуют ∂′-пару.

Доказательство. Из условия леммы следует, что ∂(x) = λp + r, где
λ 6= 0 и r ∈ E(R). Возьмем q ∈ E(Q), такое что ∂(q) = r. Легко сле-
дует из ∂2 = 0, что элемент p ∈ H(∂) не появляется в ∂(z), z ∈ Z.
Пусть y1, ..., yk ∈ Y все элементы, такие что p появляется в ∂(yi) с ко-
эффициентом λi 6= 0. Обозначим ∂A\B(yi) через zi. Рассмотрим отобра-
жение T такое что T (zi) = zi + λip при i ∈ {1, ..., k} и T неподвиж-
но на остальных элементах базиса. Каждый zi больше p в множестве
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A′. Поэтому T ∈ AutT(A′). Дифференциал ∂′1 = T−1∂′T является MA′-
дифференциалом A′-эквивалентным ∂′. Элемент p появляется в ∂′1(x) и
не появляется в ∂′1-образах других элементов базиса. Обозначим через
T1 автоморфизм, такой что T1(x) = x − q и T1 неподвижен на осталь-
ных элементах базиса.MA′-дифференциал ∂′2 = T−1

1 ∂′1T1 A
′-эквивалентен

MA′-дифференциалу ∂′1 и подпространство E ⊗ {x, p} является прямым
слагаемым. Условие ∂′2(x) = λp означает, что x, p образуют ∂′-пару. �

4 Доказательство теоремы 2.3.
В этой главе мы доказываем теорему 2.3. Наша стратегия следующая. На
первом шаге для M -дифференциала ∂ ∈ DA,B,C мы рассмотрим квази-
элементарный M -дифференциал ∂̃ ∈ DA,B,C эквивалентный ∂ ∈ DA,B,C .
На втором шаге мы начнем процедуру обнуления некоторых матричных
элементов M -дифференциала ∂′. Когда эта процедура закончит работу
мы получим слабо эквивалентный ∂ квазиэлементарный дифференциал
который разложим в слагаемые (с точностью до действия сопряжениями
диагональной подгруппы AutT(A,B)) теоремы 2.3.

4.1. Ненулевые матричные элементы.
Рассмотрим M -дифференциал ∂ ∈ DA,B,C . По лемме 3.5, существу-

ет квазиэлементарный M -дифференциал ∂̃ эквивалентный ∂. По лем-
ме 2.1, все элементы множества C являются ∂̃-тривиальными. Поэтому
∂̃ ∈ DA,B,C . Мы обозначим через P,Q,R, X, Y, Z, H и h+ множества и
отображение из следствия 3.6. Пусть 〈., .〉 обозначает стандартное ска-
лярное произведение со значениями в E на E(A): 〈ai, aj〉 = δij, δij – сим-
вол Кронекера.

Мы будем использовать следующую простую лемму. Мы оставляем
ее доказательство (которое легко следует из ∂̃2 = 0) читателю.

Лемма 4.1 Пусть ∂̃ квазиэлементарный M-дифференциал.
Пусть элементы q ∈ Q, r ∈ R, y ∈ Y , z ∈ Z таковы, что ∂̃(q) =

r, ∂̃A\B(y) = z. Тогда 〈∂̃(y), q〉 = −〈∂̃(z), r〉.
Пусть элементы y ∈ Y и z ∈ Z таковы, что ∂̃A\B(y) = z, и b ∈ B

появляется в ∂̃(z). Тогда b ∈ R и существует q ∈ Q, такой что ∂̃(q) = b

и q появляется в ∂̃(y). �
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Для элемента c ∈ C мы обозначим через c+ ∈ A следующий за c эле-
мент. Элемент c+ принадлежит множеству A \ B. Через C+ обозначим
множество всех элементов c+ при c ∈ C. Мы будем говорить, что эле-
менты c и c+ образуют C-пару (или (c, c+) есть C-пара). Для элемента
a ∈ C+ мы обозначим через a− элемент c такой что c+ = a.

Следующая лемма описывает подмножество из ненулевых элементов
матрицы ∂̃.

Лемма 4.2 Допустим элементы a ∈ A\B, b ∈ B, b ≺ a удовлетворяют
по крайней мере одному из следующих условий:

1. (b, a) – C-пара;

2. b ∈ H и a = h+(b);

3. a ∈ Y , b ∈ Q, и элементы ∂̃(b) и ∂̃A\B(a) образуют C-пару;

4. a ∈ Z, b ∈ R, и элементы q ∈ Q, y ∈ Y таковы, что ∂̃(q) = b,
∂̃A\B(y) = a образуют C-пару.

Тогда 〈∂̃(a), b〉 6= 0.

Доказательство. Если (b, a) удовлетворяют (1) или (2) то 〈∂̃(a), b〉 6= 0
по определениям C и h+ соответственно. If (b, a) удовлетворяет (3) то, по
лемме 4.1, 〈∂̃(a), b〉 = −〈∂̃(∂̃A\B(a)), ∂̃(b)〉. Поскольку (∂̃(b), ∂̃A\B(a)) есть
C-пара, то 〈∂̃(a), b〉 6= 0. При условии (4) мы имеем 〈∂̃(y), q〉 = −〈∂̃(a), b〉
и, по лемме 4.1, 〈∂̃(a), b〉 6= 0 поскольку (q, y)являются C-парой. �

Следующая простая лемма полностью описывает множество ненуле-
вых элементов квазиэлементарного дифференциала.

Лемма 4.3 Рассмотрим любой понижающий порядок оператор δ гра-
дуировки −1 на E(A), переводящий E(B) в себя, такой что

1. δB и δA\B элементарные дифференциалы, так что множества
P,Q,R,X, Y, Z определены;

2. любой элемент из P входит не более чем в один вектор δ(x) при
x ∈ X;
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3. в каждый вектор δ(x) входит не более чем один элемент из P ,
эти два условия определяют инъекцию h+ множества элементов,
встречающихся в δ(x) при x ∈ X, в множество X;

4. Если δA\B(y) = z при y ∈ Y и z ∈ Z и δB(q) = r при q ∈ Q и
r ∈ R, то числа 〈δ(y), q〉 и 〈δ(z), r〉 только одновременно могут
обратиться в ноль

Тогда найдется квазиэлементарный дифференциал ∂ с таким же мно-
жеством ненулевых элементов. �

4.2. Обнуление матричных элементов дифференциала. От M-
дифференциала к минимальному дифференциалу. Назовем квази-
элементарный M -дифференциал ∂̃ ∈ DA,B,C минимальным, если любая
пара a ∈ A \ B, b ∈ B, b ≺ a, такая что 〈∂̃(a), b〉 6= 0 удовлетворяет по
крайней мере одному из условий леммы 4.2. Мы также будем называть
соответствующую M -пару минимальной.

Назовем M -дифференциалы ∂, ∂′ подобными если 〈∂(ai), aj〉 = 0 если
и только если 〈∂′(ai), aj〉 = 0 при всех i, j (другими словами – нули в
матрицах ∂ и ∂′ стоят на тех же местах).

Лемма 4.4 Для M-дифференциала ∂ ∈ DA,B,C найдется минимальный
M-дифференциал δ ∈ DA,B,C слабоэквивалентный ∂. Все такие мини-
мальные дифференциалы подобны.

Доказательство. Пусть ∂1 квазиэлементарный M -дифференциал эк-
вивалентный ∂. Мы построим конечную последовательность M -
дифференциалов ∂1,...,∂m так что для любых a ∈ A \ B, b ∈ B равен-
ство 〈∂i−1(a), b〉 = 0 влечет 〈∂i(a), b〉 = 0 при любом i ∈ {2, ...,m}, M -
дифференциал ∂i квазиэлементарен и слабо эквивалентен ∂i−1, ∂m = δ
является минимальным M -дифференциалом.

Мы действуем по индукции. Предположим, что ∂i = ρ не минималь-
ный M -дифференциал. Рассмотрим пару a ∈ A \ B, b ∈ B, такую что
〈ρ(a), b〉 6= 0, и (b, a) не удовлетворяют любому из условий (1)− (4) лем-
мы 4.2.

Лемма 4.5 Пара (a, b) удовлетворяет одному из условий:
N1. a ∈ Y , b ∈ Q и никакая из пар (b, a), (r, z) не является C-парой,

где r = ρ(b), z = ρA\B(a);
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N2. a ∈ Y , b ∈ R и (b, a) не является C-парой;
N3. a ∈ Y , b ∈ P и (b, a)не C-пара;
N4. a ∈ Z, b ∈ R и каждая из пар (b, a), (q, y) не C-пара, где q ∈ Q и

y ∈ Y такие элементы, что ρ(q) = b, ρA\B(y) = a;
N5. a ∈ X, b ∈ R и (b, a) не C-пара.

Доказательство. Рассмотрим следующие случаи a ∈ Y , a ∈ Z и a ∈ X.
Пусть a ∈ Y . Если b ∈ Q то (b, a) автоматически не удовлетворя-

ет условиям (1), (2) и (4) леммы 4.2. Следовательно, выполняется N1,
поскольку оно противоречит условию (3). Если b ∈ R, то (b, a) автомати-
чески не удовлетворяет условиям (2), (3) и (4). Следовательно, выполня-
ется N1, поскольку оно противоречит условию (1). Если b ∈ P , то (b, a)
автоматически не удовлетворяет условиям (2), (3) и (4) и выполняется
N3.

Пусть a ∈ Z. Тогда, по лемме 4.1, b ∈ R. Пара (b, a) автоматически
не удовлетворяет условиям (2) и (3). Следовательно, она удовлетворяет
N4, поскольку оно противоречит условиям (1) и (4).

Пусть a ∈ X. В этом случае b /∈ P , иначе мы имели бы a = h+(b).
Равенство ρ2(a) = 0 влечет b /∈ Q. Следовательно y ∈ R и мы получаем
условие N5. �

Для каждого случая N1-N5 мы определим последующий M -
дифференциал ∂i+1 следующей леммой.

Лемма 4.6 Пусть ∂i+1 линейный оператор такой, что:
Если (a, b) удовлетворяет N1, то ∂i+1(a) = ρ(a)−〈ρ(a), b〉b, ∂i+1(z) =

ρ(z)−〈ρ(z), r〉r, где r = ρ(b), z = ρA\B(a), и ∂i+1 совпадает с ρ на осталь-
ных элементах базиса;

Если (a, b) удовлетворяет N4, то ∂i+1(a) = ρ(a)−〈ρ(a), b〉b, ∂i+1(y) =
ρ(y) − 〈ρ(y), q〉q, где q ∈ Q такой что b = ρ(q), a = ρA\B(y), и ∂i+1

совпадает с ρ на остальных элементах базиса;
Если (a, b) удовлетворяет N2 или N3 или N5, то ∂i+1(a) = ρ(a) −

〈ρ(a), b〉b и ∂i+1 совпадает с ρ на остальных элементах базиса;
В каждом из этих случаев ∂i+1 квазиэлементарный M-

дифференциал ∂i+1 ∈ DA,B,C и ∂i+1 слабо эквивалентен ρ.

Доказательство. Если (a, b) удовлетворяетN1, то ∂i+1 равен S1ρS
−1
1 для

автоморфизма S1, такого что S1(x) = x − 〈ρ(a), b〉b и S1 неподвижен на
на остальных элементах базиса. Поэтому ∂i+1 является дифференциалом
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(∂2
i+1 = 0). Матричные элементы 〈∂i+1(a), b〉 и 〈∂i+1(z), r〉 равны нулю. В

самом деле,

〈∂i+1(a), b〉 = 〈ρ(a)− 〈ρ(a), b〉b, b〉 = 〈ρ(a), b〉 − 〈ρ(a), b〉 = 0

и
〈∂i+1(z), r〉 = 〈ρ(z + 〈ρ(a), b〉b), r〉 = 〈ρ(a), b〉+ 〈ρ(z), r〉 = 0.

Очевидно, все остальные матричные элементы 〈∂i+1(am), an〉 дифферен-
циала ∂i+1 совпадают с матричными элементами 〈ρ(am), an〉 дифферен-
циала ρ. Следовательно, ∂i+1 принадлежит DA,B,C и квазиэлементарен.
Подпространство E(B) S1-инвариантно и автоморфизмы S1|B и S1|A\B
верхнетреугольны по построению, следовательно ∂i+1 слабо эквивален-
тен ρ.

Доказательство в оставшихся случаях аналогично. Если (a, b) удо-
влетворяет Nj (j ∈ {2, 3, 4, 5}), то ∂i+1 = SjρS

−1
j . Оператор S4 действует

нетривиально только на элемент a и S4(a) = a + 〈ρ(a), b〉q. Операторы
S2и S5 действуют нетривиально только на элемент a: S2(a) = S5(a) =
a+ 〈ρ(a), b〉q, где q ∈ Q и ∂(q) = b. Оператор S3 действует нетривиально
только на элемент y = ρA\B(a) и S3(y) = y − 〈ρ(a), b〉q. �

Множество ненулевых элементов минимального M -дифференциала
слабо эквивалентного ∂ однозначно определено множествами
P,Q,R,X, Y, Z,H и отображением h+. Следовательно, все минимальные
M -дифференциалы слабо эквивалентные ∂ подобны. �

4.3. Окончание доказательства. Неразложимые слагаемые минималь-
ного дифференциала. Доказательство теоремы 2.3 заканчивает следую-
щая лемма.

Лемма 4.7 Пусть ∂ ∈ DA,B,C есть минимальный квазиэлементарный
M-дифференциал. Тогда каждое неразложимое слагаемое дифференциа-
ла ∂ эквивалентно единственному слагаемому из теоремы 2.3.

Доказательство. Пусть ∂ ∈ DA,B,C квазиэлементарный дифференциал.
Рассмотрим соответствующие множества P,Q,R,X, Y, Z,H и отображе-
ние h+. Определим граф G = G(∂) следующим образом. Вершины графа
G есть все одноэлементные подмножества в P и в X, все двуэлементные
подмножества {p, q}, такие что p ∈ P, q ∈ Q и ∂(p) = q, и все двуэле-
ментные подмножества {y, z}, такие что y ∈ Y, z ∈ Z и ∂|A\B(y) = z. Мы
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изображаем вершины, соответствующие элементам C и C+ (C+ опре-
делено в 4.2), кружками с двумя отрезками, мы изображаем вершины,
соответствующие элементам H и h+(H) ⊂ X, черными кружками. Лег-
ко убедиться, что всего есть шестнадцать типов вершин. Все возможные
типы вершин показаны на рис. 9. Вершины графа G(∂) естественно со-
ответствуют фрагментам изображения ∂.

Рис. 9. Вершины G(∂).

Две различные вершины α и β графа G(∂) соединены не более чем
одним ребром, мы соединяем α и β ребром, если и только если найдутся
элементы a ∈ α и b ∈ β, такие что 〈∂(a), b〉 6= 0 или 〈∂(b), a〉 6= 0.

Ясно, что связные компоненты G(∂) находятся во взаимнооднознач-
ном соответствии с неразложимыми слагаемыми ∂. Простой проверкой
выполнения условий минимальности мы получаем следующую лемму.

Лемма 4.8 Пусть ∂ ∈ DA,B,C минимальный квазиэлементарный диф-
ференциал. Вершина графа G(∂) изолирована если и только если она
имеет тип , , или . Соответствующее эквивалентное прямое
слагаемое теоремы 2.3 есть #R0, L1#R0, L0# и L0#R1 соответ-
ственно. �

В дальнейшем мы будем полагать, что ∂ ∈ DA,B,C минимальный ква-
зиэлементарный дифференциал и G = G(∂) iего граф.

Рассмотрим вершины типов и . Мы говорим, что вершина
{p, q}, p ∈ P, q ∈ Q, ∂(p) = q типа (соотв. {y, z}, y ∈ Y, z ∈ Z, ∂(y) = z
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типа ) cзамкнута если элементы p+, q+ образуют ∂A\B-пару (соотв.
y−, q− образуют ∂B-пару). Мы также говорим, что вершина типа ( )
замкнута если она содержит элемент c ∈ C ∩ H такой что c+ = h+(c)
(соотв. c ∈ C+∩h+(H) такой что h+(c−) = c). Мы говорим, что вершины
типов , , или открыты если они не замкнуты.

Лемма 4.9 Каждая замкнутая вершина типа или соответству-

ет прямому слагаемому ∂ которое эквивалентно слагаемому тео-

ремы 2.3. Каждая замкнутая вершина типа или соответствует

прямому слагаемому ∂ которое эквивалентно слагаемому теоре-
мы 2.3. �

Мы будем предполагать, что граф G = G(∂) (∂ ∈ DA,B,C) не содержит
замкунутых и изолированных вершин. Для вершины a графа G рассмот-
рим ее замкнутую окрестность B(a) (a и все вершины примыкающие к
a в G). Мы изображаем все элементы A порождающие вершины B(a)
похожим образом на изображение ∂ не заботясь о значении ненулевых
коэффициентов. Так что рисунок B(a) есть фрагмент рисунка ∂ с точ-
ностью до значений ненулевых коэффициентов.

Можно показать полным перебором, что таблица рис. 10 содержит
полностью всевозможные картинки окрестностей B(a). Из этой таблицы
мы получаем следущее утверждение.

Утверждение 4.10 Каждая вершина графа G имеет валентность 2
или 1. Все вершины типов , , и имеют валентность 2 в G.
Все вершины типов , , , , , , , имеют валентность 1
в G. �

Согласно утверждению 4.10 каждая вершина v типа или имеет
валентность 2 в G. Одно из ребер, начинающихся в v естественно выде-
лено и мы наделим его ориентацией следующим образом.

Множество A упорядочено, A = {a1 ≺ ... ≺ aN}. Введем вспомога-
тельный порядок ≺C на A, полученный из порядка ≺ транспозициями
всех C-пар: c+ ≺C c при всех c ∈ C. Из рис. 10 видно, что для каждой
вершины v = {a ≺ b} типа или найдется единственная примыка-
ющая к v вершина u = {x ≺ y}, такая что a ≺C x ≺C y ≺C b (скажем
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Рис. 10. Примыкающие вершины в графе G в ∂.

в этом случае, что u вложена в v). Ориентируем ребро от v к u и назо-
вем его ориентированным ребром. Назовем вершину v типа или i
головной (или просто головой), если v не является конечной точкой на
ориентированном ребре G. Каждая головная вершина типа продолжа-
ется в соответствии с ориентированными ребрами последовательностью
вершин , , , ... ( , , , ... в случае ) и заканчивается вершиной
типа или в точности так как это показано на рис. 6 для Lk,Rl при
k, l > 3. Назовем эту, следующую за головой, часть графа G хвостом
графа G.

Если связная компонента графа G содержит вершину типа или
, то она содержит по крайней мере одну голову, поскольку найдется

42



вершина типа или не вложенная в смысле ≺C в другие вершины
типа при .

Рассмотрим связную компоненту графа G. Из утверждения 4.10 сле-
дует, что она или гомеоморфна отрезку или окружности, поскольку все
валентности ее вершин равны 1 или 2. Назовем базой связной компо-
ненты эту компоненту, из которой удалили все хвосты. Список всех баз
конечен. Соответствующие базам части ∂ показаны на рис. 11 и рис. 12.

Рис. 11. Список баз без голов.

Базы без голов соответствуют прямым слагаемымM -дифференциала
∂, которые эквивалентны (с точностью до действия диагональ-
ной подгуппы в AutT(A,B) сопряжениями) слагаемым типа L0#R2,
L2#R0, L1# , #R1, L1# #R0, L0# #R1, L0# #R0, L1#R1 и

L1# #R1 теоремы 2.3. Следовательно, каждая компонента G гомото-
пически тривиальна.

Базы, содержащие головы, показаны на рис. 12. Они соответству-
ют прямым слагаемым M -дифференциала ∂ которые эквивалентны
(с точностью до действия сопряжениями диагональной подгруппы в
AutT(A,B)) слагаемым L0#Rl(l > 3), Lk#R0(k > 3), Lk# (k > 2),

#Rl(l > 2), Lk# #R0(k > 2), L0# #Rl(l > 2), Lk#R1(k > 2),

L1#Rl(l > 2), L1# #R1, Lk# #R1(k > 2), L1# #Rl(l > 2),

Lk#Rl(k, l > 2), Lk# #Rl(k, l > 2) теоремы 2.3. Легко проверить,
что мы получили в точности слагаемые из теоремы 2.3. Это завершает
доказательство леммы 4.7 и теоремы 2.3. �
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Рис. 12. Список всех баз с головами

5 Глифы. Лемма об M-модели.
Рассмотрим строгую функцию Морса F на компактном многообразии
с краем. Она определяет тройку градуированных линейно упорядочен-
ных множеств AF ⊃ BF ⊃ CF и, однозначно определяет единственный
минимальный квазиэлементарный дифференциал, слабо эквивалентный
дифференциалу какой-нибудь алгебраической модели функции F , раз-
ложенный в слагаемые теоремы 2.3. В этой главе мы покажем, что это
разложение можно еще сильнее “упростить”.

5.1.M-модель для слагаемого теоремы 2.3. Рассмотрим одно из прямых
слагаемых, перечисленных в теореме 2.3. Соответствующую градуиро-
ванных линейно упорядоченных тройку множеств обозначим (A,B,C).
Соответствующий минимальный M -дифференциал обозначим ∂, ∂ ∈
DA,B,C . Видно, что гомологии ∂ = ∂A, ∂B и ∂A\B не более чем одномерны.

Лемма 5.1 Существует единственный минимальный квазиэлемен-
тарный M-дифференциал δ ∈ DA,B,C, разложенный в слагаемые тео-
ремы такой 2.3, что выполняются следующие условия:

(1) δB = ∂B;
(2) гомологии дифференциалов ∂ и δ (∂A\B и δA\B соответственно)

совпадают;
(3) каждая δB-пара, оба элемента которой лежат в C, содержится

в прямом слагаемом вида (т.е. содержится в прямом слагаемом

M-дифференциала δ);
(4) гранично гомологически существенный элемент для ∂ (ес-
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ли такой существует) содержится в прямом слагаемом M-
дифференциала δ.

Всевозможные прямые слагаемые M-дифференциала δ перечислены
в таблице рис. 13, где черным кружкам соответствуют гранично го-
мологически существенные элементы. Мы называем эти прямые сла-
гаемые глифами.

Рис. 13. Глифы.

Доказательство. Доказательство получается рассматриванием списка
прямых слагаемых теоремы 2.3. Приведем его результат.
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1). Для слагаемого вида или M -дифференциалы ∂ и δ совпа-
дают.

2). Рассмотрим слагаемое Lk#Rl (k и l четные). В подслучае l = 0 с
точностью до прямых слагаемых вида M -дифференциал δ совпадает

с . В оставшихся случаях четное l > 0 и любое четное k – с точностью

до прямых слагаемых вида M -дифференциал δ совпадает с .
3). Рассмотрим слагаемое Lk#Rl (k четно и l нечетно). В этом случае с

точностью до прямых слагаемых вида M -дифференциал δ совпадает

с .
4). Для слагаемого Lk#Rl (k нечетно и l четно) рассмотрим под-

случаи: Если k = 1, l = 0, то M -дифференциал δ равен . В под-

случае k > 3, l = 0 с точностью до прямых слагаемых вида M -

дифференциал δ совпадает с . Во всех оставшихся l > 0 с точностью

до прямых слагаемых вида M -дифференциал δ совпадает с .
5). Для слагаемого Lk#Rl (k нечетно и l нечетно) с точностью до

прямых слагаемых вида M -дифференциал δ совпадает с .

6). Для слагаемого Lk# при нечетном k с точностью до прямых

слагаемых вида M -дифференциал δ совпадает с .

7). Для слагаемого Lk# при четном k с точностью до прямых сла-

гаемых вида M -дифференциал δ совпадает с .

8). Для слагаемого #Rl при четном l получаем: Если l = 0, то δ

равен . Если l > 0, то с точностью до прямых слагаемых вида

M -дифференциал δ совпадает с .

9). Для слагаемого #Rl при нечетном l M -дифференциал δ с точ-

ностью до прямых слагаемых вида совпадает с .

10). Рассмотрим слагаемое Lk# #Rl, k, l четные. При l = 0 M -
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дифференциал δ с точностью до прямых слагаемых вида равен .
При l > 0 M -дифференциал δ с точностью до прямых слагаемых вида

однозначно распадается в прямую сумму и .

11). Рассмотрим слагаемое Lk# #Rl, k четное, а l нечетное. В этом
случае соответствующий M -дифференциал δ с точностью до прямых
слагаемых вида распадается в прямую сумму и .

12). Рассмотрим слагаемое Lk# #Rl, k нечетное, а l четное. Ес-
ли l = 0, соответствующий M -дифференциал δ с точностью до пря-

мых слагаемых вида равен . При l > 0 соответствующий M -

дифференциал δ с точностью до прямых слагаемых вида распада-

ется в прямую сумму и .

13). И, наконец, для слагаемого Lk# #Rl, k нечетного, и l нечет-
ного, соответствующий M -дифференциал δ с точностью до прямых сла-

гаемых вида распадается в прямую сумму и . �

Для каждого минимального дифференциала применим лемму 5.1 к
каждому прямому слагаемому минимального дифференциала, слабо эк-
вивалетного ∂.

Следствие 5.2 Для ∂ ∈ DA,B,C корректно определен M-дифференциал,
разложенный в прямую сумму глифов леммы 5.1. Будем называть
этот M-дифференциал M-моделью дифференциала ∂ и обозначать
P(∂). Дифференциалы, разложенные в прямую сумму глифов леммы 5.1
назовем тотально разложимыми.

Таким образом, на пространстве DA,B,C помимо обычной и слабой
эквивалентности есть еще одна эквивалентность, самая слабая: скажем,
что два дифференциала ∂1 и ∂2 P-эквивалентны, если их M -модели сов-
падают P(∂1) = P(∂2).

5.2. Замечания. Гранично гомологически существенные элементы у ∂ и
δ совпадают. Нетрудно показать, что дифференциалы ∂ и δ сопряже-
ны друг другу оператором неподвижным на E(B). Такое сопряжение не
является, вообще говоря, (A \B)-верхнетреугольным.
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5.3. Примеры. На рис. 5.3 изображены иммерсированные в R2 и R3 диски
и M -модели функции высоты. Заметим, что каждый глиф появляется в
M -модели подходящей строгой функции Морса.

Рис. 14.

5.4. Выражения для многочленов Пуанкаре и Морса. Пусть ∂ ∈ DA,B,C .
Многочлены Пуанкаре P (MA, ∂)(t), P (MA, ∂,MB, ∂B)(t) и P (MB, ∂B)(t)
по определению есть многочлены Лорана

∑
k dimHk(MA, ∂)t

k,∑
k dimHk(MA, ∂,MB, ∂B)tk и

∑
k dimHk(MB, ∂B)tk соответственно.

Гомологии вычисляются с коэффициентами в E.
Многочлен Морса P (F ) функции Морса F это производящая функ-

ция множества критических точек функции F . Определим многочлен
Морса дифференциала ∂ ∈ DA,B,C как

PM(∂)(t) =
∑

a∈A\(B∪C+)

tdeg(a).

Многочлен Морса алгебраической модели функции F равен ее многочле-
ну Морса.
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Назовем индексом глифа наименьшую степень элементов его бази-
са. Для дифференциала ∂ ∈ DA,B,C обозначим через # число глифов
данного типа и индекса в M -модели ∂. В этих обозначениях получаем
следующие выражения для многочленов Пуанкаре и Морса.

Предложение 5.3

P (MA, ∂)(t) =
∑
k

(
#

k−1
+ #

k−1
+ #

k
+ #

k
+ #

k

)
tk,

P (MA, ∂,MB, ∂B)(t) =
∑
k

(
#

k−1
+#

k−1
+#

k−1
+#

k−1
+#

k

)
tk,

P (MB, ∂B)(t) =
∑
k

(
#

k
+#

k
+#

k
+#

k
+#

k−1
+#

k

)
tk,

PM(∂)(t) =

=
∑
k

(
#

k
+ #

k
+ #

k
+ #

k−1
+ #

k−1
+ #

k−2

)
tk

+
∑
k

(
#

k

)
tk(1 + t).

6 Граф и раскраски. Допустимые многочле-
ны.

Рассмотрим конечное градуированное линейно упорядоченное множе-
ство B = {b1 ≺ ... ≺ bK} (градуировка это функция deg : B → Z).
Мы предположим, что B разложено в непересекающиеся одноэлемент-
ные и двуэлементные подмножества. Элементы bi и bj (i > j) могут
образовывать двуэлементное подмножество, только если и deg(bi) =
deg(bj) + 1. Пусть также заданы подмножества C ⊂ B и подмноже-
ство H ⊂ B, состоящее из элементов одноэлементных подмножеств.
Любой M -дифференциал ∂ ∈ DA,B,C порождает такую комбинаторную
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структуру, где разложение множества B есть разложение в ∂B-пары и
∂B-гомологически существенные элементы и H = H(∂) есть множество
гранично гомологически существенных элементов. vgr8.epsРазбиение на
такие пары и одноэлементные множества порождает единственный эле-
ментарный M -дифференциал ∂B, и мы называем их ∂B-парами и ∂B-
гомологически существенными элементами соответственно.

Пусть (dk)k∈Z вспомогательные данные — набор неотрицательных це-
лых чисел почти все из которых равны нулю. В этой ситуации мы опре-
делим граф Γ = Γ(B,C,H, (dk)k∈Z) следующим образом.

6.1. Определение вершин графа. У графа Γ есть вершины пяти различных
градуированных типов Ak, Bk, Ck, Dk и Ek, k ∈ Z.

(1) Пусть (bi, bj), i > j является ∂B-парой, такой что bj ∈ C, bi /∈ C.
Каждой такой паре мы сопоставим вершину в графе Γ. Мы скажем, что
такая вершина есть вершина типа Ak (или

k
), где k = deg(bj).

(2) Пусть (bi, bj), i > j является ∂B-парой, такой что bj /∈ C, bi ∈ C.
Каждой такой паре мы сопоставим вершину в графе Γ. Мы скажем, что
такая вершина есть вершина типа Bk (или

k
), где k = deg(bj) + 1.

(3) Пусть bi ∈ C есть ∂B-гомологически существенный элемент, такой
что bi /∈ H. Каждому такому элементу мы сопоставим вершину в графе
Γ. Мы скажем, что такая вершина есть вершина типа Ck (или

k
)), где

k = deg(bi).
(4) Пусть bi ∈ H(∂) удовлетворяет bi /∈ G. Каждому такому элементу

мы сопоставим вершину в графе Γ. Мы скажем, что такая вершина есть
вершина типа Dk (или

k
)), где k = deg(bi) + 1.

(5) Для каждого k граф Γ содержит dk вершин типа Ek.
Скажем, что число k есть степень вершины. Степень k вершины v

мы обозначим через k(v).

6.2. Определение ребер. Две вершины графа Γ соединены не более чем
одним ребром. Все ребра графа Γ ориентированы. Каждое ребро начи-
нается в вершине типа Ak при каком-то k и заканчивается в вершине
степени k+ 1. Рассмотрим вершину (bi, bj), i > j типа Ak =

k
. Возмож-

ны только следущие варианты:
(1) Вершина (bi, bj) соединена ребром с (bl, bm), l > m типа Ak+1, если

и только если i < m. Геометрически, это означает, что пары (bi, bj) и

(bl, bm) могут быть частью глифа (пара (bi, bj) – нижняя ∂B-пара).
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(2) Вершина (bi, bj) соединена ребром с (bl, bm), l > m типа Bk+1, если
и только если i < l,m < j. Геометрически, это означает, что пары (bi, bj)

и (bl, bm) могут быть частью глифа (пара (bi, bj) – внутренняя ∂B-
пара).

(3) Вершина (bi, bj) соединена ребром с вершиной bl of the type Ck+1 =

k+1
если и только если i < l. Геометрически, это означает, что (bi, bj) и

вершина bl могут быть частью глифа .
(4) Вершина (bi, bj) соединена ребром с вершиной bl of the type Dk+1 =

k+1
если и только если l < j. Геометрически, это означает, что (bi, bj)

и вершина bl могут быть частью глифа .
(5) Вершина(bi, bj) соединена ребром с каждой вершиной типа Ek+1.
Конструкция графа Γ закончена.
Для дифференциала ∂ ∈ DA,B,C определим Γ(∂) как Γ =

Γ(B,C,H, (dk)k∈Z), где dk размерность ядра связывающего гомоморфиз-
ма Hk(MA,∂,MB,∂B)→ Hk−1(MB,∂B) из длинной точной последователь-
ности пары (MA,∂,MB,∂B). Напомним, что для функции F множество
BF и CF определены однозначно, но разбиение BF на пары и одиночные
элементы, а такжеH (множество гранично гомологически существенных
элементов) зависит от поля E.

6.3. Раскраски графа Γ. Допустимые многочлены. Рассмотрим граф Γ =
Γ(B,C,H, (dk)k∈Z). Паросочетанием графа называется набор ребер без
общих вершин. Для паросочетания Σ обозначим через VΣ множество всех
вершин Γ, не являющихся концами ребер из Σ. Мы назовем отображение
s : VΣ → {0, 2} допустимым отображением, если при любом k и любой
вершине v типа Bk, Ck, Dk или Ek выполняется s(v) = 0. Раскраска графа
Γ это пара (Σ, s), состоящая из паросочетания и допустимого отображе-
ния.

Сопоставим раскраске (Σ, s) графа Γ многочлен PΣ,s по следующе-
му правилу. Вершине v ∈ VΣ мы сопоставим моном tk(v)+s(v). Определим
многочлен PΣ,s как сумму всех этих мономов по VΣ если VΣ 6= ∅, если
VΣ = ∅ то определим PΣ,s как нулевой многочлен. Назовем такие много-
члены допустимыми многочленами. Множество, состоящее из всех до-
пустимых многочленов, мы обозначим через PAdm(B,C,H, (dk)k∈Z). Для
графа Γ = Γ(∂) мы будем обозначать множество допустимых многочле-
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нов через PAdm(∂). Множество всех раскрасок графа Γ, очевидно, конеч-
но и, следовательно, множество допустимых многочленов конечно.

6.4. Изоморфизм между графами. Рассмотрим две тройки A ⊃ B ⊃ C
and A′ ⊃ B ⊃ C конечных линейно упорядоченных множеств. Мы пред-
полагаем, что порядки и градуировки на B индуцированные из A и A′

совпадают. Пусть ∂ ∈ DA,B,C , ∂′ ∈ DA′,B,C .

Лемма 6.1 Допустим ∂B эквивалентен ∂′B, H(∂) = H(∂′) и
H∗(MA,∂,MB,∂B) ≈ H∗(MA′,∂′ ,MB,∂′B

), H∗(MA,∂) ≈ H∗(MA′,∂′). Тогда
существует сохраняющий тип вершин изоморфизм Γ(∂)→ Γ(∂′).

Доказательство. В самом деле, граф Γ(∂) построен из множества C,
∂B-пар, множества H(∂) и чисел dk. Поскольку ∂B ∼ ∂′B, то размер-
ности соответственных относительных гомологий у ∂B и ∂′B совпадают.
Этими размерностями определяются пары по лемме 3.2. Следовательно,
достаточно показать, что числа dk зависят только от H∗(MA,∂,MB,∂B),
H∗(MA,∂) и H∗(MB,∂B).

Рассмотрим многочлены Пуанкаре (вообще говоря это многочлены
Лорана, могут быть и отрицательные степени) P (MA,∂,MB,∂B), P (MA,∂)
и P (MB,∂) которые равны

∑
dimHk(MA,∂,MB,∂B)tk,

∑
dimHk(MA,∂)t

k

и
∑

dimHk(MB,∂B)tk соответственно.
Обозначим через ik−1 размерность образа отображения

Hk(MA,∂,MB,∂B)→ Hk−1(MB,∂B)

из длинной точной последовательности пары (MA,∂,MB,∂B). Рассмотрим
многочлены Лорана D, I определенные так: D(t) =

∑
dkt

k, I(t) =
∑
ikt

k.
Лемма 6.1 следует из следущей леммы.

Лемма 6.2 Многочлены Лорана I и D удовлетворяют равенствам:

P (MA,∂,MB,∂B)(t) = D(t) +
1

t
I(t),

P (MB,∂)(t) + P (MA,∂,MB,∂B)(t) = P (MA,∂)(t) + I(t)(1 + t).

Доказательство. В самом деле, dimHk(MA,∂,MB,∂B) = dk + ik−1. Это
эквивалентно первому равенству. Через lk обозначим ранг отображения

Hk(MB,∂B)→ Hk(MA,∂)
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из длинной точной последовательности пары (MA,∂,MB,∂B). Из точно-
сти этой последовательности вытекает, что dimHk(MB,∂B) = ik + lk,
dimHk(MA,∂) = lk + dk. Следовательно,

dimHk(MB,∂B) + dimHk(MA,∂,MB,∂B) = dimHk(MA,∂) + ik + ik−1,

что эквивалентно второму равенству. �

Следующая лемма есть очевидное следствие леммы 6.1.

Лемма 6.3 Если дифференциалы ∂, ∂′ удовлетворяют предположения
предложения 6.1, то PAdm(∂) = PAdm(∂′). �

6.5. Конструкция раскрасок из M-дифференциалов. Мы построим рас-
краску графа Γ(∂) по дифференциалу ∂. Рассмотрим M -модель P(∂)
M -дифференциала ∂ полученного в следствии 5.2. Напомним, что мы
помечаем каждый глиф наименьшей степенью элементов его базиса. Мы
определим отображение Ψ из множества вершин Γ(∂) в множество гли-
фов из P(∂) следующим образом:

Каждая вершина типа
k
,

k
,

k
или

k
естественно соответству-

ет одному или двум элементам из множества B. Этот элемент или пара
элементов есть часть базиса одного глифа из P(∂). Пусть Ψ отображает
каждую вершину типа

k
,

k
,

k
или

k
в этот глиф. Таким обра-

зом, Ψ определено на всех вершинах типа Ak, Bk, Ck и Dk. Теперь мы
определим Ψ на вершинах типа Ek.

Число dk из определения графа Γ(∂) равно числу всех глифов типов

k−1
и

k
в P(∂). Обозначим через Nk множество всех глифов типов

k−1
и

k
в P(∂). Зафиксируем произвольную биекцию ψk : Ek → Nk.

Пусть Ψ совпадает с ψk на Ek. Конструкция отображения Ψ закончена.
Глифы типов , , , и из P(∂) не принадлежат образу Ψ.

Каждый глиф типа , , , , и есть образ одной вершины

из Γ(∂). Каждый глиф типов , , , и есть образ двух
вершин. Определим набор Σ(∂) ребер Γ(∂) условием: ребро принадлежит
Σ(∂) если и только если образы его концов под действием Ψ совпадают.
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Теперь определим s(∂) : VΣ → {0, 2} так что множество s−1(2) есть
прообраз при Ψ множества всех глифов типа . Очевидно, (Σ(∂), s(∂))

является раскраской графа Γ(∂).
Раскраска (Σ(∂), s(∂)) зависит от выбора биекций ψk. Многочлен

PΣ(∂),s(∂) = P (∂) не зависит от этого произвола.

6.6. Любая раскраска индуцирована подходящимM-дифференциалом.M -
дифференциал ∂ ∈ DA,B,C порождает граф Γ(∂) и раскраску этого графа
(Σ(∂), s(∂)). Рассмотрим (другую) раскраску (Σ, s) графа Γ(∂).

Лемма 6.4 Существует конечное линейно упорядоченное множество
A′ содержащее B (порядок и градуировка индуцированные из A′ на B
совпадают с порядком и градуировкой индуцированными из A) и диффе-
ренциал ∂′ ∈ DA′,B,C такой что

1. ∂B ∼ ∂′B, H(∂) = H(∂′), H∗(MA,∂) ≈ H∗(MA,∂), H∗(MA,∂,MB,∂B) ≈
H∗(MA′,∂′ ,MB,∂′B

);

2. M-модель ∂′ не содержит глифов ;

3. (Σ, s) = (Σ(∂′), s(∂′)) после подходящего изоморфизма леммы 6.1.

Доказательство. Рассмотрим случай пустого паросочетания Σ и нуле-
вого допустимого отображения s. Будем полагать, что ∂ тотально разло-
жим. Чтобы построить ∂′ мы изменим глифы в ∂ следующим образом.
Ребра в Σ(∂) находятся во взаимно однозначном соответствии с глифа-

ми типов , , , и . Мы заменим, не обращая внимания
на взаимное расположение в прямой сумме, каждый из этих глифов на

два глифа: на и , на и , на и ,

на и , заменим глиф на два глифа соседней градуиров-
ки. Вершины из множества s(∂)−1(2) находятся во взаимно однозначном
отображении с глифами типа . Мы заменим, не обращая внимания
на взаимное расположение в прямой сумме, каждый из этих глифов на

. И наконец, уберем все глифы типа . Отметим, что эта операция
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над ∂ не единственна, поскольку порядок на A′ не однозначно определен
вообще говоря. Однако граф, получающийся из ∂∅, и пустая раскрас-
ка с нулевым допустимым отображением, очевидно не зависит от этого
произвола.

Чтобы получить дифференциал по произвольной раскраске мы изме-
ним некоторые глифы в ∂∅ по очевидному “обратному” правилу к описан-
ному. Очевидно, эта операция не меняет граф и гомологические свойства
дифференциала. �

6.7. Конструкция множества PE(f,M). Мы построим множество
PE(f,M) опираясь только на топологические данные п. 0.7. Продолжим
в обозначениях п. 0.7.

Пусть f строгоморсовский росток вдоль границы ∂M компактного
многообразия M .

Рассмотрим конечное градуированное множество критических значе-
ний Bf = {c1 < ... < cN} функции g = f |∂M , градуировка это отображе-
ние в Z, ci 7→ deg(ci), где deg(ci) есть индекс Морса g в соответствующей
критической точке. Обозначим через Cf ⊂ Bf множество значений g at
внешних критических точках f . Эта часть конструкции зависит только
от части (2) топологических данных.

Обозначим через ∂Ma множество меньших значений {x ∈ ∂M |g(x) 6
a}. Скажем, что два критических значения ci < cj функции g образуют
пару если

dimH∗(∂M
aj+1 , ∂Mai ;E) = dimH∗(∂M

aj+1 , ∂Mai+1 ;E)− 1 =

= dimH∗(∂M
aj , ∂Mai+1 ;E) = dimH∗(∂M

aj , ∂Mai ;E)− 1.

Можно показать, что любое критическое значение функции g участ-
вует не более, чем в одной паре, и если (ci, cj) (i < j) такая пара, то
deg(cj) = deg(ci) + 1. Поэтому Bf разложено в непересекающиеся па-
ры и отдельные элементы. Это разложение использует только часть (3)
топологических данных.

Мы определим Hf ⊂ Bf как множество всех гранично гомологически
существенных критических значений функции g (определение в п. 1.10).
Определение гранично гомологически существенных критических значе-
ний требует только часть (4) топологических данных. Можно показать,
что множество Hf гранично гомологически существенных критических
значений есть подмножество множества отдельных элементов в Bf .

55



Определим число dk как размерность ядра связывающего гомомор-
физма

Hk(M,∂M ;E)→ Hk−1(∂M ;E).

Рассмотрим граф Γ(Bf , Cf , Hf , (dk)k∈Z), построенный в п. 6.1, 6.2.
Скажем, что граф ΓE(f,M) это Γ(Bf , Gf , Hf , (dk)k∈Z) и, наконец,
PE(f,M) из теоремы 0.1 есть PAdm(Bf , Cf , Hf , (dk)k∈Z), которое опреде-
лено в п. 6.3.

6.8. Примеры. Рассмотрим росток f вдоль границы отрезка M из п. 0.5.
Соответствующий граф ΓE(f,M) имеет две вершины: вершину типа
C0 =

0
и вершину типа D1 =

1
. Следовательно у графа ΓE(f,M)

нет ребер и PE(f,M) = {1 + t}. Для замкнутого многообразия M у гра-
фа ΓE(f,M) нет вершин типов A, B, C и D, число вершин типа Ek равно
bEk (M). Поэтому PE(f,M) состоит из одного многочлена, многочлена Пу-
анкаре M .

7 Доказательство обобщенных неравенств
Морса.

Неравенства Морса теорем 0.1, 0.2 вытекают из следующих рассмотре-
ний примененных к алгебраической модели строгой функции Морса.

7.1. Разложение многочлена Морса. Доказательство теорем 0.1 и 0.2.
Рассмотрим M -пару с дифференциалом ∂ ∈ DA,B,C . Эта M -пара опреде-
ляет граф Γ(∂), раскраску (Σ(∂), s(∂)) и допустимый многочлен P (∂) =
PΣ(∂),s(∂). Из определений непосредственно вытекает, что в терминах M -
модели P(∂) многочлен P (∂) равен:

∑
k

(
#

k
+ #

k
+ #

k
+ #

k−1
+ #

k−1
+ #

k−2

)
tk.

Сопоставляя это выражение с выражением для многочлена Морса
PM(∂)(t) из предложения 5.3 мы получаем следующую теорему.

Теорема 7.1 Многочлен Морса PM(∂)(t) канонически раскладывается в
сумму допустимого многочлена P (∂) и многочлена (1 + t)K(∂)(t), та-
кого что все коэффициенты K(∂) неотрицательные целые числа. Более
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того,
K(∂)(t) =

∑
k

(
#

k

)
tk.

�

Для дифференциала алгебраической модели строгой функции Морса
это и есть утверждение теоремы 0.1, что и является ее доказательством.
Из теоремы 0.1 мгновенно вытекает утверждение теоремы 0.2 для стро-
гоморсовских продолжений. Морсовское продолжение небольшим шеве-
лением получается из строгоморсовского, что заканчивает доказатель-
ство теоремы 0.2.

7.2. Определение множеств TopE(F) и AddE(F). У алгебраической моде-
ли строгой функции Морса F естьM -модель. Каждая критическая точка
функции F входит в какой-нибудь глиф этой M -модели. Мы определя-
ем AddE(F) как критические точки входящие в глифы , а множество
TopE(F) как дополнение до AddE(F) в Crit(F ).

7.3. Еще о слабых неравенствах Морса. Обобщенные неравенства Морса
можно ослаблять разными способами и в разных терминах. Приведем
один из них.

Рассмотрим M -дифференциал ∂ ∈ DA,B,C . Обозначим число вершин
графа Γ через v(Γ) и через m(Γ) обозначим удвоенное максимальное
число ребер в паросочетаниях Γ (максимальное число концов ребер в
паросочетаниях).

Лемма 7.2 Число элементов A \ (B ∪ C+) не меньше

v(Γ(∂))−m(Γ(∂)) = min
P∈PAdm(∂)

P (1).

Число элементов степени k в A \ (B ∪ C+) не меньше, чем

#Bk + #Ck + #Dk + #Ek −#Ak−1,

где # обозначает число соответствующих вершин в графе Γ(∂).

Неравенства этой леммы превращаются в классические слабые нера-
венства Морса

∑
mi(F ) >

∑
bEi (M), mi(F ) > bEi (M) в случае замкнутого

многообразия.
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Доказательство. В самом деле, число #A \ (B ∪ C+) равно P (∂)(1) +
(1 + t)K(∂)(t)|t=1 по теореме 7.1. Число P (∂)(1) равно числу элементов
множества VΣ(∂) ⊂ #A \ (B ∪ C+) (см. п. 6.3), где Σ(∂) паросочетание,
построенное в п. 6.5. По определению #VΣ(∂) = v(Γ(∂,G)) − 2#Σ(∂).
Первое утверждение леммы вытекает теперь из того, что число (1 +
t)K(∂)(t)|t=1 неотрицательно.

Число элементов степени k в A \ (B ∪ C+) не меньше коэффициента
при tk в P (∂) по теореме 7.1. Этот коэфициент, по определению P (∂)
равен числу вершин из VΣ(∂) на которых s(∂) принимает значение k. До-
пустимое отображение s(∂) принимает значение k на каждой вершине
типа Bk, Ck, Dk или Ek из VΣ по определению. Число ребер, имеющих
конец в объединении вершин типов Bk, Ck, Dk и Ek, в любом паросочета-
нии не больше #Ak−1, поскольку все эти ребра начинаются в вершинах
из Ak−1. Это доказывает второе утверждение. �

7.4. Доказательство теоремы 0.3. По теореме 0.1 мы получаем раз-
ложение многочлена Морса P (F ), P (F )(t) = Q(t) + k(t)(1 + t), где
многочлен Q лежит в PE(f,M)). По этой же теореме есть разложение
P (−F )(t) = R(t) + l(t)(1 + t) для некоторого R ∈ PE(−f,M)). Следова-
тельно, в силу того, что P (F ) = Opn(P (−F )) (n = dimM) и того, что
операция Opn переводит многочлены, делящиеся на 1+ t, в себя, получа-
ем разложение P (F )(t) = Opn(R)(t)+m(t)(1+ t), где многочлен m имеет
целые неотрицательные коэффициенты и его степень не больше n− 1.

Рассмотрим отображение Dn, переводящее многочлен b0 + b1t
n + ...+

bnt
n в набор чисел (b0, b1−b0, b2−b1 +b0, ..., bn−bn−1 + ...±b0) (правых ча-

стей неравенств Морса). Через max обозначим функцию от двух наборов
чисел одинаковой длины, равную набору из покоординатных максиму-
мов.

Определим Mn(Q,P ) как D−1
n (max(Dn(Q), Dn(P ))). Теорема 0.3 вы-

текает из следующей простой леммы, геометрический смысл которой в
том, что пересечение двух сдвинутых октантов в Zn есть сдвинутый ок-
тант:

Лемма 7.3 Многочлен A с целыми неотрицательными коэффициента-
ми допускает разложения Q(t) + k(t)(1 + t) и P (t) + m(t)(1 + t) если и
только если он допускает разложение вида Mn(Q,P )(t) + n(t)(1 + t).
Коэффициенты всех многочленов целые неотрицательные, степени Q
и P не больше n, степени k,m, n не больше n− 1. �
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7.5. Вариант ответа на вопрос Арнольда. Следующая оценка в вопросе
Арнольда не использует теоремы 2.3 или следствия 5.2.

Пусть F : Mn+1 → R строгая функция Морса. Эта функция однознач-
но определяет конечные градуированные множества AF ⊃ BF ⊃ CF (см
п. 1.9). Градуировка каждого элемента BF лежит в {0, . . . , n}, а каж-
дого элемента AF лежит в {0, . . . , n + 1}. Функция F также опреляет
(вообще говоря, неоднозначно) квазиэлементарный (см. п.3.6) диффе-
ренциал ∂ ∈ DAF ,BF ,CF

. Множество ненулевых элементов его матрицы
должно удовлетворять условиям леммы 4.3. Это множество однозначно
определяет гомологии самого дифференциала ∂ = ∂AF

, дифференциалов
∂ = ∂BF

и ∂ = ∂AF \BF
, инъекцию h+ и, в частности, множество гранично

гомологически существенных элементов каждой степени. Следователь-
но, для тройки A ⊃ B ⊃ C конечных градуированные множеств, есть
только конечное множество квазиэлементарных дифференциалов ∂ па-
ры (A,B) у которых C состоит из ∂-тривиальных элементов с точностью
до отношения подобия (см. п. 4.2).

По ростку f вдоль края вдоль ∂M составим множество критических
значений Bf = Crit(f|∂M), градуированное индексом Морса, и разби-
тое на пары и отдельные элементы (пары и гомологически существен-
ные элементы для элементарного дифференциала ∂Bf

, соответствующего
f |∂M). В множестве гомологически существенных элементов есть выде-
ленное подмножество граничных гомологически существенных критиче-
ских значений Hf . Кроме того, есть множество Cf ⊂ Bf внешних крити-
ческих значений.

Конечным перебором (при данном множестве A) можно проверить,
есть ли в пространстве DA,Bf ,Cf

квазиэлементарный дифференциал ∂,
такой что

1. его гомологии и гомологии ∂A\Bf
равны гомологиям M и ∂M соот-

ветственно;

2. его ограничение на E(Bf ) равно ∂Bf
;

3. элементы множества Cf ∂-тривиальны;

4. его гранично гомологические элементы совпадают с Hf .

Назовем множество A, такое что такой квазиэлементарный дифференци-
ал существует f -подчиненным. Конечные градуированные линейно упо-
рядоченные множества данной мощности содержащие Bf , при условии,
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что градуировка каждого элемента {0, . . . , n+1} образуют конечное под-
множество. Поэтому конечным перебором можно найти f -подчиненное
множество A наименьшей мощности. Оценкой в вопросе Арнольда будет,
очевидно, число

#A−#Bf −#Cf .

У функции −F множество B−f связано с множеством Bf обра-
щением порядка и изменением градуировки: критическая точка точка
индекса i для f |∂M является критической точкой индекса n − i для
−f |∂M , внешняя точка для f |∂M является внутренней для f |∂M и на-
оборот. Совершенно ясно как связано множество A−F и множества AF ,
обозначим соответствующую операцию над множествами через −n+1,
A−F = −n+1(AF ). Конечным перебором можно найти множество A± яв-
ляющееся f -подчиненным, такое что множество −n+1(A±) является −f -
подчиненным. Оценкой в вопросе Арнольда будет, очевидно, число

#A± −#Bf −#Cf .

Заметим, что в M -модели квазиэлементарного дифференциала ∂± ∈
DA±,Bf ,Cf

могут содержаться глифы типа , тогда как в M -модели ква-
зиэлементарного дифференциала ∂ ∈ DA,Bf ,Cf

их нет.

8 Пример. Классические и обобщенные
неравенства Морса. Пример Арнольда.

В этой главе мы рассмотрим примеры неравенств Морса, включая при-
мер Арнольда, и обсудим взаимоотношения наших результатов с клас-
сическими.

8.1. Пример. Рассмотрим пример из п. 0.9. В этом примере многообра-
зиеM гомотопически эквивалентно проективному пространству RP 2n−1,
его рациональные гомологии такие же как у сферы S2n−1. Граница ∂M
это сфера S2n−1. Рациональные относительные гомологии пары (M,∂M)
равны нулю. У ограничения ростка f на край все критические точки
внешние. Две из них – максимум и минимум – гомологически суще-
ственные, остальные 2n критических точек разбиты на пары. Класси-
ческие неравенства Морса гарантируют в этом случае две критические
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точки. В этом случае у графа ΓQ(f,M) две вершины – одна верши-
на типа

0
и вторая вершина типа

2n−1
, ребер нет. Таким образом,

PQ(f,M) = {1 + t2n−1}. Поэтому теорема 0.2 оценивает снизу число кри-
тических точек у продолжения f тоже двойкой. Рассмотрим теперь про-
тивоположный росток −f . У его ограничения на край все критические
точки внутренние. Классические неравенства Морса не гарантируют в
этом случае ни одной критической точки. Граф ΓQ(−f,M) в этом случае
пуст. Множество PQ(−f,M) = {0}. Следовательно в этом случае нера-
венство теоремы 0.2, как и классическое неравенство Морса не гаран-
тирует ни одной критической точки у продолжения внутрь. Множество
же QQ(f,M) состоит из многочлена 1 + t+ t2 + · · ·+ t2n−1 и неравенство
следствия 0.4 оценивает снизу число критических точек морсовского про-
должения ростка f числом 2n.

Этот пример связан со следующим. Пусть связное замкнутое непу-
стое многообразие M (∂M = ∅) является Q-гомологической точкой
(Hi(M ;Q) = 0 при всех i > 0) и dimM = 2n. Такое многообразие су-
ществует, например M = RP 2n. Тогда теорема 0.2 гарантирует только
одну критическую точку, а следствие 0.4 гарантирует 2n+ 1 точку.

Последний пример связан с теоремой Такенса и Вайта [23], утвержда-
ющей что функция Морса на гомологической сфере Sn, имеющая четное
число точек любого индекса, имеет их не меньше 2n+ 2.

8.2. Классические и обобщенные неравенства Морса. Зафиксируем стро-
гоморсовский росток f вдоль границы ∂M компактного многообра-
зия M . Мы покажем, что для любого многочлена P ∈ PE(f,M) суще-
ствует многочлен Q с неотрицательными целыми коэффициентами, что
P (t) = PE(M)(t)− P−(f,M)(t) + (1 + t)Q(t).

Многочлен P , по определению, порожден раскраской (Σ, s) графа
ΓE(f,M), P = PΣ,s. Граф ΓE(f,M) естественно изоморфен графу Γ(∂),
где ∂ дифференциал алгебраической моделиMAF ,BF , ∂ строгой функции
Морса F , продолжающей f .

По примененной к ∂ лемме 6.4 найдется линейно упорядоченное мно-
жество A′ содержащее Bf иM -дифференциал δ ∈ DA′,Bf ,Cf

, так что (Σ, s)
является раскраской, порождающей δсм. п. 6.5) и гомологии δ совпадают
с гомологиямиM . Мы предполагаем, что δ тотально разложим и исполь-
зуем его глифы для вычисления многочленов PE(M)(t) − P−(f,M)(t) и
P . Многочлен PE(M)(t)− P−(f,M)(t) равен
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∑
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∑
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∑
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)
tk(1 + t)

)
,

тогда как P равен∑
k

(
#

k
+ #

k
+ #

k
+ #

k−1
+ #

k−1
+ #

k−2

)
tk.

Разность P − (PE(M)− P−(F, ∂M)) равна, очевидно:∑
k

(
#

k
+ #

k
+ #

k
+ #

k−1

)
(tk + tk+1)+

+
∑
k

(
#

k
+ #

k
+ #

k
+ #

k−1

)
tk(1 + t)

)
.

Поэтому обобщенные неравенства Морса теоремы 0.1 не слабее класси-
ческих неравенств Морса.

Рассмотрим теперь классические слабые неравенства Морса mk(F ) >
bEk (M) − m∂

k(f,M) и неравенства леммы 7.2. Пусть δ тотально разло-
жимый M -дифференциал, вычисляющий гомологии M и порождающий
раскраску графа ΓE(f,M) с пустым паросочетанием и нулевым допусти-
мым отображением. Такой дифференциал был построен в доказатель-

стве леммы 6.4. По построению у δ нет глифов типов , , , ,

и .
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В терминах глифов дифференциала δ:

bEk (M) = #
k

+ #
k

+ #
k
,

m∂
k(f,M) = #

k
+ #

k−1
+ #

k
+ #

k
+ #

k
+ #

k−1
,

#Bk = #
k

= #
k
, #Ck = #

k
= #

k
,

#Dk = #
k

= #
k
,#Ek = #

k
,#Ak−1 = #

k−1
= #

k−1
.

Следовательно, разность

#Bk + #Ck + #Dk + #Ek −#Ak−1 − (bEk (M)−mk(f, ∂M))

равна
2#

k
+ 2#

k
+ #

k
+ #

k
+ #

k−1
,

и потому неотрицательна. Это доказывает, что неравенства леммы 7.2
не слабее классических слабых неравенств Морса.

8.3. Пример Арнольда. Утверждение следущей теоремы говорит, что
неравенства теоремы 0.1 дают хорошие результаты в случае примера
Арнольда (п. 0.1).

Теорема 8.1 Пусть Mn+1 (n > 0) замкнутое многообразие, F стро-
гая функция Морса на Mn+1, содержащая все свои критические точки
в вложенном замкнутом шаре Bn+1 ⊂ Mn+1. Пусть росток F вдоль
∂Bn+1 = Sn строгоморсовский.

Для любого P ∈ PE(f,Bn+1) найдется многочленl Q с неотрицатель-
ными коэффициентами, такой что

P (t) = PE(M) + (1 + t)Q(t).

Доказательство. Обозначим через M1 многообразие с краем (Mn+1 \
Bn+1) ∪ Sn, через F̃ обозначим ограничение F |M1 . Пусть f обозначает
росток F вдоль Sn и h обозначает ограничение F |Sn . Точки глобально-
го максимума и минимума функции h являются гомологически суще-
ственными, других гомологически существенных точек нет, поскольку
гомологии сферы Sn двумерны.

63



Точка глобального максимума (минимума) функции h внутренняя
(внешняя, соответственно) для f (рассматриваемого как росток вдоль
границы Bn+1), поскольку у F̃ нет критических точек. Все остальные
критические точки функции h разложены в непересекающиеся пары. По-
этому множество VΓ всех вершин графа Γ = ΓE(f,Bn+1) содержит одну
вершину типа

0
, соответствующую глобальному максимуму функции

h, одну вершину типа
n+1

, соответствующую глобальному минимуму
h, и все остальные вершины типов и , поскольку для Bn+1 все числа
dk равны нулю.

Пусть (Σ, s) раскраска графа Γ. Напомним, что мы обозначаем через
VΣ дополнение к множеству концов ребер из Σ. Рассмотрим линейно
упорядоченное множество A, содержащее Bf и тотально разложимый
дифференциал δ ∈ DA,Bf ,Cf

построенный в лемме 6.4 такой что δ не
содержит глифов типа и порождающий (Σ, s). По определению

P (t) =
∑

a∈A\(Bf∪(Cf )+)

tdeg(a) =
∑
v∈VΣ

tdeg(v)+s(v).

Мы явно разложим
∑

a∈A\(Bf∪(Cf )+)

tdeg(a) в сумму PE(M) + (1 + t)Q(t).

Заметим, что δ не содержит глифов типов , , и . Дей-

ствительно, невозможен, поскольку он должен содержать глобаль-
ный максимум, который является единственной гранично существенной
гомологической точкой, но наличие такого глифа противоречило бы мак-

симальности. Аналогично, глиф типа должен содержать глобаль-

ный минимум, но это противоречит его минимальности. Глифы и
невозможны, поскольку они дают вклад в относительные гомологии, но
относительные гомологии диска одномерны одномерны и они содержатся
в единственном глифе , порожденном глобальным максимумом функ-
ции h. Следовательно, вершины соответствующие глобальному максиму-
му и глобальному минимуму функции h принадлежат VΣ.

Мы опишем VΣ в терминах следущего отображения nΣ : VΓ → VΓ. По-
ложим nΣ(v) = v для вершин порожденных глобальными максимумом
и минимумом функции h. Каждая внешняя (внутренняя) критическая
точка f |Sn относительно Bn+1 есть внутренняя (соотв. внешняя) крити-
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ческая точка f |Sn относительно M1. Таким образом, есть естественное
соответствие между вершинами типа

k
в Γ и вершинами типа

k+1
в

Γ(f,M1). Аналогично есть естественное соответствие между вершинами
типа

k+1
в Γ и вершинами типа

k
в Γ(f,M1).

Определим nΣ(v) для вершины v типа
k
. Вершина v соответствует

вершине u1 ∈ VΓ(f,M1) типа k+1
в Γ(f,M1). Поскольку у F̃ нет критиче-

ских точек, u1 есть часть глифа в M -модели функции F̃ . Рассмот-

рим вершину u2 ∈ VΓ(f,M1) типа k
входящую в этот глиф. Эта вершина

соответствует вершине u ∈ VΓ типа
k+1

. Положим nΣ(v) = u.
Если v вершина типа

k+1
, то мы положим nΣ(v) = v если v ∈ VΣ.

Если v /∈ VΣ, то v входит в глиф типа из δ. Этот глиф содержит

вершину u ∈ VΓ типа
k
. Положим nΣ(v) = u.

Отметим, что если nΣ(v) 6= v и v = (bi, bj), i > j, то nΣ(v) = (bm, bn)
при некоторых n,m таких что i > m > n > j. Из этого следует, что
nΣ не имеет периодических вершин с (минимальным) периодом больше
единицы. Второе замечание: прообраз вершины v при отображении nΣ

содержит не больше одной вершины отличной от v. Следовательно, VΓ

разлагается в несвязное объединение следующих цепей. Мы назовем упо-
рядоченное подмножество {v1, ..., vk} Σ-цепью если или k = 1, v1 = nΣ(v1)
и n−1

Σ (v1) = {v1} или k > 1, n−1
Σ (v1) = ∅, nΣ(vi) = vi+1 6= vi при i < k и

nΣ(vk) = vk, мы скажем, что k есть длина Σ-цепи. Мы заключаем, что
VΓ распадается в объединение непересекающихся Σ-цепей.

Каждая Σ-цепь вносит один или два монома в

P (t) =
∑

a∈A\(Bf∪(Cf )+)

tdeg(a).

Глобальные максимум и минимум функции h порождают Σ-цепи длины
1 и эти цепи вносят мономы tn+1 и t0 в P (t). Рассмотрим теперь осталь-
ные Σ-цепи. Для любой вершины v типа

k
при некотором k, nΣ(v) 6= v.

Поэтому каждая цепь заканчивается в вершине из VΣ и эта вершина со-
ответствует глифу типа в δ. Рассмотрим теперь цепи начинающиеся

в вершине типа
k+1

. Каждая такая цепь вносит один ровно моном tk+1

iв P (t).
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ПустьMn+1 ориентируемо или char(E) = 2. В этом случае глобальный
максимум функции h cоответствует глифу типа M -модели функции

F̃ , и M -модель F̃ не содержит глифов типа . Поэтому вершины типа

k+1
в которых начинаются Σ-цепи находятся во взаимно однозначном

соответствии с вершинами типа
k
графа Γ(f,M1), которые могут вхо-

дить только в глифы типов и . Число глифов типа
k
в M -

модели функции F̃ равно bEk+1(M) при k ∈ {0, . . . , n−1}. Следовательно,
Σ-цепи, начинающиеся из вершин соответсвующих этим глифам вносят∑n

i=1 b
E
i (M) в P (t). Каждому глифу типа в M -модели функции F̃

естественно соответствуют две Σ-цепи и они вносят tl + tl+1 = tl(1 + t) в
P (t) при некотором l. Следовательно, общий вклад в P (t) Σ-цепей, на-
чинающихся в вершинах типа равен

∑n
i=1 b

E
i (M) + (1 + t)K(t), где все

коэффициенты K неотрицательны. Поэтому, P (t) разлагается в сумму:

P (t) = tn+1 + t0 +
n∑
i=1

bEi (M) + (1 + t)K(t) +R(t),

где R(t) – вклад от Σ-цепей, начинающихся в вершинах типа . Каждая
такая цепь начинается или из вершины лежащей в VΣ (эти вершины

соответствуют глифам типов и ) в δ) или концам ребер из Σ,

которые порождают глифы типа в δ. Все цепи, соответствующие

и ) дают два элемента соседних степеней в A \ (Bf ∪ (Cf )+), и
следовательно, вносят вклад tl + tl+1 при некотором l в P (t). Каждый

глиф типа в δ порождает две Σ-цепи и эти цепи также дают два
элемента соседних степеней в A \ (Bf ∪ (Cf )+). Следовательно, R(t) =
(1+t)N(t), где все коэффициенты многочленаN целые неотрицательные.

Оставшийся случай, когда многообразие Mn+1 неориентируемо и
char(E) 6= 2, немного отличается. В этом случае M -модель F̃ содержит

ровно один глиф типа (содержащий глобальный максимум функции
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h). Этот глиф порождает одну Σ-цепь, которая вносит tn в P (t). Поэтому
в этом случае

P (t) = tn+1 + tn + PE(M)(t) + (1 + t)K(t) + (1 + t)N(t),

в использованных выше обозначениях. �

8.4. Классические неравенства Морса для N × S1. Рассмотрим росток f
примера Арнольда, построенного по многообразию W n+1, являющемуся
произведением замкнутого связного многообразия N и окружности S1.
Более точно, пусть Bn+1 вложенный в N × S1 шар, H строгая функция
Морса на N × S1 и f строгоморсовский росток F вдоль ∂Bn+1. Мы по-
кажем, что PE(Bn+1) − P−(f,Bn+1) = −(1 + t)Q(t) для многочлена Q с
неотрицательными коэффициентами. Из этого следует, что классические
неравенства Морса не гарантируют ни одной критической точки любого
продолжения ростка f на Bn+1.

Обозначим через F̃ ограничение функции F на M1 = ((N × S1) \
Bn+1) ∪ Sn и обозначим ее M -модель через M(F̃ ). Рассмотрим случай
ориентируемого многообразия N или char(E) = 2. В этом случае гло-
бальный максимум функции f |Sn входит в единственный вM(F̃ ) глиф
типа , глобальный минимум функции f |Sn входит в единственный в

M(F̃ ) глиф типа . все остальные глифы вM(F̃ ) это глифы типов ,

, , и , поскольку у F̃ нет критических точек и ∂M1 = Sn.
Многочлен P−(f,Bn+1) − PE(Bn+1) следующим образом выражается

через глифы входящие вM(F̃ ):

∑(
#

k−1
+ #

k−1
+ #

k−1

)
tk−1(1 + t) +

∑
#

k−1
tk−1 + tn− 1.

Поэтому достаточно показать, что
∑

#
k−1

tk−1 + tn − 1 делится на

(1+ t) и результат деления есть многочлен с неотрицательными коэффи-
циентами. В самом деле, последний многочлен есть равен 1

t
(PE(M)(t)−

1) − 1. По формуле Кюннета PE(M)(t) = (1 + t)PE(N)(t) мы получаемt:
t−1(PE(M)(t) − 1) − 1 = t−1(1 + t)(PE(N)(t) − 1). Коэффициенты много-
члена t−1(PE(N)(t)− 1) очевидно неотрицательны.

Случай, в которомN неориентируемо и char(E) 6= 2, аналогичен. Фор-
мула для многочлена P−(f,Bn+1)−PE(Bn+1) отличается дополнительным
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слагаемым tn−1, поскольку глобальный максимум является частью базис

глифа типа , который вносит tn−1 + tn в P−(f,Bn+1). Однако много-
член

∑
#

k−1
tk−1 + tn + tn−1 − 1 равен 1

t
(PE(M)(t)− 1)− 1 + tn + tn−1

к которому применимы предыдущие рассуждения.
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